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Introduction

Ce stage, d’'une durée totale de 5 mois, a débuté au début du mois d’avril et se prolongera jusqu’a la
fin du mois d’aofit 2016. Il s’effectue au sein de I’équipe-projet INRIA de Paris MYCENAE (Multiscale
dYnamiCs in neuroENdocrine AxEs) qui se dédie a la modélisation, ’analyse ainsi que la simulation de
dynamiques multi-échelles en temps et/ou espace dans les domaines des neurosciences, de la physiologie
et de I’endrocrinologie. Le sujet, proposé conjointement par Frédérique Clément, responsable de MY CE-
NAE et Romain Yvinec, chercheur au sein de I’équipe BIOS (Biology and Bioinformatics of Signalling
Systems) de 'INRA Centre Val de Loire porte sur la modélisation du développement de follicules ovariens
en phase basale, qui est une étape critique pour le succes reproducteur et la maitrise de la reproduction.

La disponibilité en follicules ovariens au bon stade de développement est en effet un facteur clé pour
les biotechnologies de la reproduction. Il est donc nécessaire de mieux comprendre les mécanismes sous-
jacents au développement folliculaire et a la maturation ovocytaire, ainsi qu’a la régulation des réserves
ovariennes, pour gérer de maniere optimale le potentiel reproducteur que ce soit dans un contexte cli-
nique, d’élevage ou de préservation de la biodiversité (chez les especes en danger d’extinction). L’intérét
scientifique se joint ainsi & un intérét sociétal, mais aussi économique (il faut compter par exemple 500€
pour chaque essai de transfert embryonnaire chez la vache et environ 4000€ pour un traitement de sti-
mulation ovarienne chez la femme, avec dans les deux cas un taux de succes modéré).

Le stage utilise une version simplifiée d’un modele stochastique individu-centré de populations cellu-
laires structurées précédemment proposé par I’équipe MYCENAE, qui rend compte de la morphogenese
du follicule jusqu’au stade pré-antral et considere les interactions entre ’ovocyte et les cellules folliculaires.
Cette étude s’appuie sur le cadre théorique existant pour ’étude des dynamiques de populations struc-
turées (tant au point de vue stochastique que déterministe) et utilise des outils numériques appropriés
pour leur simulation. Le recours & une version simplifié a pour objectif de faciliter I’étude de 1’évolution
temporelle des marqueurs de dynamique cellulaire (temps de doublement, index mitotique) et des flux
cellulaires.

La premiere partie de ce rapport présente le contexte biologique ainsi qu’une description du modele
original et simplifié. La seconde partie présente I’étude du comportement en temps en utilisant un forma-
lisme stochastique, ce qui permet d’utiliser des techniques issues de ’étude de processus de branchement
(équation de renouvellement). La troisiéme partie présente 1’étude du comportement en temps long du
méme modele dans le cadre d’un formalisme déterministe et s’appuie sur des techniques d’entropie. Enfin,
La derniere partie fournit une illustration numérique des résultats théoriques obtenus.



Chapitre 1

Modélisation de 1I’évolution d’un
follicule ovarien en stade basal

La mise en place et la structuration des tissus, des organes et des organismes est un mécanisme
nommé morphogenese qui a lieu & des moments donnés de la vie d’un individu (généralement durant la
vie feetale). Le développement basal des follicules ovariens fait partie des exemples rares de mécanismes
de morphogenése ayant lieu chez un organisme adulte et est donc un exemple pour mieux comprendre les
mécanismes sous-jacents de la morphogenese.

1.1 Follicules ovariens

Le gamete femelle ou ovocyte évolue au sein d’une structure tissulaire, le follicule ovarien. Le pro-
cessus de développement et de croissance des follicules ovariens, dénommé folliculogenese, se déroule sur
une période de plusieurs semaines a plusieurs mois selon les especes et s’acheve en cas de succes par la
libération d’un ovocyte apte a la maturation et a la fécondation au moment de 1'ovulation.

Folliculogeneése

La folliculogenese est divisée en deux phases : la phase de folliculogenése basale, la plus longue, qui
est sous le controle de facteurs de croissance ovariens, et la phase de folliculogenese terminale, qui est
sous le controle des hormones gonadotropes hypophysaires et se déroule dans le cadre d’un cycle ovarien
(cf Figure (1.1)). Le stage a été focalisé sur la phase basale du développement folliculaire (apres une
initialisation & partir d’un pool de follicules primordiaux en quiescence).
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FIGURE 1.1 — Etapes de la folliculogeneése : Les follicules débutent leur croissance a partir du stade
primordial. La transition stade primordial - primaire est caractérisée par un changement morphologique
des cellules de la granulosa : d’une forme plate (flattened), elles vont ensuite adopter une forme ronde
(cuboidale). Les cellules de granulosa proliferent tout le long des deux phases de croissance (basale et
terminale). En revanche, le diametre de l'ovocyte croit au cours de la phase basale jusqu’a un seuil.
La théque qui apparait au stade pré-antral, a un role dans le maintien de la structure du follicule et est
vascularisée. Entre le stade pré-antral et le stade antral, des petites cavités remplies de liquide apparaissent
et finissent par s’agglomérer pour former une grande cavité : antrum.

Au cours de la phase basale, la croissance de 'ovocyte est étroitement liée a la prolifération des
cellules somatiques qui I'entourent : les cellules de la granulosa. Les facteurs de croissance issus des
cellules de la granulosa (KIT Ligand) favorisent la croissance de 'ovocyte tandis que ceux issus de
lovocyte (BMP15,GDF9) influent sur la prolifération cellulaire de cellules de la granulosa. L’évolution
morphologique d’un follicule a ce stade résulte d’un équilibre finement régulé entre la vitesse de croissance
de l'ovocyte et le taux de prolifération des cellules folliculaires déterminant, pour un diametre folliculaire
donné, la taille de 'ovocyte, le nombre de cellules de la granulosa et le nombre de couches cellulaires.
Cet équilibre est compromis dans le cas de mutations génétiques naturelles (observées et étudiées en
particulier dans I’espéce ovine) ou induites expérimentalement (Knock-Out chez la souris). En fonction
de la cible de ces mutations, les déséquilibres conduisent soit a des gros ovocytes entourés de peu de
cellules (exemple de la mutation FecB chez les brebis Booroola, associée & une augmentation du nombre
d’ovulations), soit au contraire & de petits ovocytes enfouis dans un massif dense de cellules folliculaires
(exemple du KO de l'inhibine « chez la souris)(Figure (1.2)).
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FIGURE 1.2 — Evolution morphologique des follicules ovariens en situation contrdle ou wild-type, ou en
situations de déséquilibre provoquées par des mutations génétiques naturelles ou induites. Les mutations
observées chez la brebis conduisent a des ovocytes de diametre augmenté (pour un diametre folliculaire
donné). Ces mutations peuvent étre compatibles avec la poursuite du développement folliculaire et sont
alors associées a une augmentation du nombre d’ovulations. Dans d’autres cas, la mutation est délétere

a I’état homozygote et entraine arrét du développement folliculaire. Extrait de [14]

Données expérimentales disponibles

Les données quantitatives varient en fonction des espéces. La Figure (1.3) présente les données obtenues

chez la brebis et publiées dans [9].

Wild-Type | Booroola
1 couche 41.62 58.76
2 couche 373.019 418.72
3 couche 885.74 NA
4 couche 1773 NA
5 couche 5 308 NA
6 couche 7 650 NA

(a) Nombre moyen de cellules de la granulosa

Wild-Type | Booroola
1 couche 38.48 42.37
2 couches 63.187 66.215
3 couches 75.94 NA
4 couches 83.49 NA
5 couches 107.52 NA
6 couches 111.58 NA

(b) Diameétre moyen de l'ovocyte

FIGURE 1.3 — Données fournies par K.P.McNatty, extrait de [9]

Ces données ne sont pas datées de maniere précise puisqu’il est impossible de connaitre de maniere

exacte I’age du follicule au moment du prélevement. On a cependant un ordre de grandeur du temps de
transition d’un follicule du stade primaire au stade pré-antral (3 couches) qui est compris entre 0 et 130
jours maximum ([17]).
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1.2 Modélisation

La quantité moyenne de cellules folliculaires est environ d’une centaine de cellules [9] au stade du
follicule primaire et croit jusqu’a environ 7 650 cellules folliculaires (stade antral, pour 6 couches, Figure
(1.3)), ce qui justifie aussi bien le choix d’un formalisme déterministe que stochastique. Une premiére
version utilisant un formalisme stochastique a été proposé pour le modele initial.

1.2.1 Modele initial

Un modele stochastique individu-centré considérant les interactions entre ’ovocyte et les cellules fol-
liculaires (cellules de la granulosa) a été proposé [3]. Ce modele permet de rendre compte de la morpho-
genese du follicule jusqu’au stade pré-antral et d’expliquer I’évolution conjointe de la croissance ovocytaire
et de la prolifération (ainsi que la structuration en couches) des cellules folliculaires.

Le follicule en phase basale est assimilé & une sphére dont le centre est 'ovocyte (représenté par

une sphere également de diametre do(t)) qui croit au cours du temps sous leffet de facteurs trophiques
sécrétés par les cellules de la granulosa. Les cellules de la granulosa sont réparties dans des couches
d’épaisseur correspondant au diametre d’une cellule de la granulosa (cf Figure (1.4b)).
La modélisation de la croissance folliculaire basale requiert donc une structure spatiale particuliere pour
tenir compte du phénomene de frontiere mobile entrainé par la croissance de l'ovocyte. Le nombre de
couche est d’abord fixé. Ensuite, ’espace de chaque couche est découpé en un nombre fixé N; € N*, ou ¢
est 'indice de la couche, d’éléments de volumes. Pour une couche i donnée, le j-eme élément de volume
sera noté £§J ’l)(w) ol j est l'indice de la position circonférentielle (cf Figure (1.4)). Pour tenir compte de
la croissance de I'ovocyte, la taille des éléments de volumes varie au cours du temps.

D B
granulosa
cells ™=
(a) Découpage spatial de la (b) Coupe histologique d’un follicule ovarien

sphere folliculaire

FIGURE 1.4 — Extrait de [3]

La dynamique de I’évolution de la population de cellules de la granulosa se comporte comme un
processus de naissance et de migration sur une géométrie particuliere et est définie par 1’équation ci-
dessous :

No t
Zy = Z6Xk(0),Ak(0)+t +/ /1k<Ns_Q(dS,n(dk)vdG,J(dj))
k=1 0
[(20(x, (s—),t—s) — 04 (5=, An(5—)+t—s) Lo<o<mi (5,2, k) (1.1)

H(O((r i), Ap(s ) rt—s) = O(Xp(s—), Ag(s—) =) Lma (.2, K)y<0<ma(s,Z,_ k)]
avec my (s, Zs—, k) = b(k, Zs—,s—)
ma(s, Zo— k) = mi (s, Zo— k) + p(LP Zo_ s=ym(Xp(s=), (7,1'), Zoe, 5-) (1.2)




1.2 Modélisation

Le processus décrit par (1.1) est une illustration de modeles multi-échelles. Les cellules de la granulosa

sont réparties dans des volumes élémentaires (ng_’l) de (1.2)) et soumises & des phénomenes de division
(a taux b(k, Zs—,s—)) et de déplacements. Pour tenir compte de 'effet de 'ovocyte sur la prolifération
des cellules de granulosa, la loi de division dépend de la couche et une cellule-meére donne naissance a
deux cellules filles qui restent sur la méme couche et dont 1’age est réinitialisé (échelle microscopique). Le
déplacement d’une cellule ne peut se faire que vers un élément de volume adjacent (échelle mésoscopique).
La loi de déplacement dépend de ’encombrement local et est privilégié si ’élément de volume est moins
encombré. Elle est divisé en deux événements : la décision de se déplacer (p(ﬁgjf)7 Zs_,s—), équation
(1.2)) et le choix de la position finale (m(Xy(s—), (5',4'), Zs—, s—), équation (1.2), qui est conditionnelle

a la décision de se déplacer).

La vitesse de croissance de 'ovocyte est modulée par les contributions pondérées de chaque couche
(échelle macroscopique) (1.3) ) et est donnée par :

do(t) = do(0) +/0 (dols=))"(1 = dofs-)) 3 ﬁ <o L >ds (1.3)

Les sorties du modele permettent d’accéder a des informations quantitatives et dynamiques a des
échelles microscopiques (e.g. événements de division ou déplacement cellulaire), mésoscopiques (e.g. suivi
de lignées clonales, index mitotique) ainsi que macroscopiques (diametres ovocytaire et folliculaire, nombre
de cellules).

1.2.2 Une version simplifiée du modele

Une maniere de caractériser I’évolution d’un follicule est d’étudier le temps de doublement moyen de
la population de cellules de la granulosa. Bien que les sorties du modele initial soient riches (suivi de
lignée clonale, des événements de division, etc.), elles ne permettent pas d’accéder de maniere simple &
cette information en raison du caractere fortement non-linéaire du modele (frontiére mobile, contréle de
Povocyte sur les cellules de la granulosa et inversement, répartition par couches). Une premiére simpli-
fication consiste a découpler I'action de I'ovocyte de celle des cellules de la granulosa en supposant que
le diametre de 'ovocyte est constant, ce qui a pour effet de supprimer le probleme de frontiere mobile
ainsi que le controle des cellules de la granulosa sur 'ovocyte. Une seconde simplification vient alors
naturellement et consiste & modifier la géométrie de telle sorte que seule une répartition par couches est
conservée (et non une répartition par élément de volumes).

Une autre vision du déplacement, en s’appuyant sur le fait que les taux de déplacements et de division
sont du méme ordre de grandeur du fait du rétro-contrdle existant entre l'ovocyte et les cellules de la
granulosa, est de considérer que le déplacement des cellules est conditionné par la loi de division.

Enfin, dans le but d’obtenir des expressions analytiques simples, le déplacement centrifuge a été privilégié
(cf Figure (1.5)).
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Modéle du stage

Couche 1

Couche2

Ceuche s

FI1GURE 1.5 — Modele linéaire de dynamique de population : Apres leurs naissances, les cellules
filles peuvent migrer de maniére symétrique (les deux vont sur la couche supérieure ou restent sur la
couche de la cellule-mere) ou asymétrique (I'une reste sur la couche de la cellule-mere alors que 'autre
migre vers la couche supérieure) mais toujours dans la direction opposée a I’ovocyte.

L’objectif du stage est d’étudier le temps de doublement moyen de la population de cellules de la
granulosa en utilisant le modele simplifié présenté ci-dessus. Cette nouvelle version permet, apres un
passage & la limite, d’obtenir un comportement asymptotique de la forme e® N (régime sur-critique) ot
« est le parametre de Malthus et représente ’accroissement de la population, et N une constante qui sera
précisée ultérieurement. Le temps de doublement se déduit alors du parametre Malthusien par 7 = In(2)/a.

Enfin, il sera intéressant d’utiliser ce taux de doublement pour calibrer les parametres du modele.

1.3 Définition du modele

1.3.1 Définition du modele du stage

On consideére un nombre de couches total de J + 1, sachant que J est 'indice de la couche maximale.
Selon [9], ce nombre de couches peut étre compris entre 0 et 6.
Le modele est structuré en age (variable continue, influengant la probabilité de division et est ré-initialisée
a chaque division) et en couche (variable discrete, influengant la probabilité de division et de déplacement).
11 s’agit donc d’un modele de populations cellulaires multi-type structuré en age (type Bellman-Harris)
tel qu'il a déja pu étre proposé pour I’étude de fréquences alléliques [13].

1.3.2 Loi de division

On note b;(a) le taux de division instantané d’une cellule-mere de la granulosa présente sur la couche
j et d’un age a. La loi du premier temps de division est décrite par une loi semi-markovienne (ou marko-
vienne lorsque le taux b;(a) est constant) donnée ci-dessous.

Définition 1.3.1 (Premier temps de division sur une couche )

La loi du premier temps de division d’une cellule de granulosa mére située sur la couche j et d’un age
ag, correspondant au premier temps de saut 7 (ag) vérifie :

]P[Tj(ao) >tl=e" Jo bj(ao+s)ds




1.3 Définition du modéle

ol b; est le taux de division instantané d’une cellule située sur une couche j.

Par la suite, les exemples qui seront utilisés principalement seront :

1. Formulation originale (issue de [3]) :

Vi€ [0,J], bjla)=1—e"" (1.4)

Dans ce modele semi-markovien, le temps de division moyen pour une couche j donnée est égal a
E[7(ag)] &~ 1.254,/);.
2. Markov Pur :

vj € [0, J], bj(a) =1/x (1.5)

ou A; > 0 est un parametre qui représente le temps de division moyen pour une couche j donnée.
De plus, la variance vérifie V77 (ag)] = A3.

3. Exponentielle shiftée :
Vi e [0,J], bj(a)="1x1la>a, (1.6)

olt \j >0 et ag > 0 tel que E[77(ag)] = Aj 4 ao et V[77(ag)] = \3.

A titre d’exemple, il sera également intéressant de considérer la loi gamma de parametre k.0 qui a
notamment été utilisée pour des modeles de croissances bactériennes [13].

4. Loi gamma :

1 _a
ak—1e—/0

Vi€ [0,7], bi(a) = Grrgiarey (1.7)

Le temps de division moyen pour une couche j donnée est de kf et la variance vérifie V|77 (ag)] = k62

On constate que toutes ces lois (hormis la derniére) dépendent du méme parametre A; (représentant
le temps moyen de division dans un cas markovien pur). Rappelons que la prolifération cellulaire diminue
lorsqu’une cellule de la granulosa s’éloigne de l'ovocyte. Le temps de division moyen augmente donc en
fonction de la distance a 'ovocyte en raison de la baisse de concentration des facteurs mitogenes produit
par ce dernier. En se basant sur les lois de diffusions de ces facteurs, la relation de récurrence peut étre
utilisée comme dans [3] pour représenter la dépendance spatiale.

A = )\0(1 + QidG/do), 1>0 (18)

ou dg est le diametre d’une cellule de la granulosa et dy, le diametre d’un ovocyte.

1.3.3 Loi de déplacement

On note M) 1a variable aléatoire représentant la loi de déplacement individuel des deux cellules filles
dont la cellule-mere est située sur une couche j a 'instant de la division. Cette loi est indépendante de
Page (mais est conditionnelle & U'instant de division) et le déplacement des deux cellules filles est considéré
comme instantané. En particulier, P[M U = (I,m)] = pl(jy)n représente la probabilité que [ cellules filles
soient sur la couche j et m cellules filles soient sur la couche 7+ 1 sachant que la cellule mere s’est divisée
sur la couche j. Par exemple, pﬁ est la probabilité que, sachant que la mere s’est divisée sur la couche
3, P'une des cellules filles reste sur cette couche et autre se déplace sur la couche supérieure (couche 4).

Chaque cellule ayant exactement deux descendantes au terme de la division, P[M V) = (I,m)] = pl(?n =
0 des que [ +m # 2.



1.3 Définition du modéle

Toutes les couches i € [0, J] vérifient pég + 10(11)1 + pg}) = 1. Lorsque la cellule-mere est située sur la

derniere couche J, les cellules ne peuvent que rester sur cette couche, on a naturellement p(()‘,jz) = ngl) =0.

Par la suite, il sera plus commode d’utiliser les notations sg) = pél% + 1/2p§{)1, représentant la pro-
babilité qu'une cellule fille prise au hasard reste sur la couche de sa cellule-meére (S = Stay) et son

complémentaire : s(Ll) =1- sg), la probabilité qu’une cellule fille prise au hasard quitte la couche de sa
cellule-mere (L = Leave). On obtient donc naturellement une condition de type condition aux bords pour

la derniére couche sg‘]) =1.

En pratique, on choisit deux formulations pour la loi de déplacement :

1. Linéaire

l 0 0) !
s(s) = s(S) +[1- s(s)]—J (1.9)
2. Quadratique

@ (I+1+4do/2dc)? — (I + do/2dc)?

s (J +1+do/2d5)3 — (J + do/2d)3 (1.10)

Cette loi tient compte du volume disponible par couches de telle sorte qu’il soit plus probable de
se déplacer vers une couche supérieure, ce qui conduit a :

st 1740
st% 0,8 m, V(l) = %W(do/Q + (l + 1) X dG)3 — %Tr(do/Q +l X dG)3

On constate que toutes les lois de déplacement exceptée la premiere sont indépendantes de sg)) en

raison de la condition sur la derniére couche (pour de plus amples détails, se référer & annexe 6.1).



Chapitre 2

Modélisation stochastique

Le formalisme stochastique individu-centré permet de prendre en compte la variabilité des actions
individuelle des cellules (division puis migration).

2.1 Ecriture du modéle et notations

Soit le processus (Z;,t > 0) défini sur Mp([0,J] x R;), Pensemble des mesures finies positives de
[0, J] x Ry. Pour le moment, il n’est pas nécessaire d’utiliser un espace plus complexe, puisque 'on ne
s’'intéresse pas a l’étude des généalogies.

Le choix de la définition du processus pour le formalisme stochastique peut se faire dans le cas présent
selon deux définitions complémentaires : une définition directe (2.1.1) qui permet une compréhension
aisée du modele et une définition du type branchement (2.1.2) qui permet l'utilisation de techniques
utilisant les fonctions génératrices pour étudier le comportement en temps long [2]. La seconde définition
sera privilégiée.

Définition 2.1.1 (Processus initial)

Soit Q(ds,n(dk),d#) une mesure ponctuelle de Poisson d’intensité , définie sur RT™ x N* x R et on
ds et df sont les mesures de Lebesgue sur R™ et n(dk) est la mesure de comptage sur N*.

Soit Z; un processus (Fi)i>o adapté défini sur D([0,T], Mg([0,J] x Ry)) muni de la topologie de
Skorohod et est solution de I’équation différentielle stochastique suivante :

Zy = Zy +/0 /[R(k, s, 9)1k<st]Q(ds7n(dk), do)

ot R(k,s,0) est un noyau de répartition défini par :

R(k, S, 9) = (25I(k) —s 5I(k) A(k)+t_s)1 (k)

5 T 0S9§b1<k>(3)p2,8_
O o F 0wy = 0w a0y )T o a®) )
- ’ ’ bI(k)(S)pz‘o Segbl(k)(s)(pz‘o +P11 )

+(251"?+1,t—s - 51“?,A““)+t—s)1 al®y alm
s s s S s
bI(k) (S)(pz,o +p1,1 )Segbl(k) (S)
55— s—
tel que
<Zi, 1>

t E 10 A®
i=0

ou

10



2.2 Equations de renouvellement

- [t(i) € F([0, J]) représente la couche ot se situe la cellule i au temps t.
— A,Ez) € R* l’age de la cellule i au temps t.

Définition 2.1.2 (Branchement)

Soit Zl5@l(t) la loi du processus Z(t) (défini sur D([0,T], Mp([0,J] x R.)) ) au temps t en partant
d’une cellule d’age ag et située sur une couche j (la condition initiale est donc représentée par un
Dirac 6;,q,)-

Z(t) vérifie la propriété de branchement (propriété d’additivité) :

. . 0ia t < Tj(ao)
> 0.zl (p) = j,a0+ts ‘ , ‘ ‘
vj € [0, J],¥ao 2 0, ®) { 700t — 79) 41 20N — 71), 1> 79 (ag)

tel que :
— (j1,72) ~ MY ot M) est la loi de déplacement définie dans la partie 1.3.3.
— 77 (ap) est la loi de division d’une cellule d’age ag sur une couche j, définie dans la partie 1.3.2.
— 71 et Zy deux processus indépendants et identiquement distribués selon la méme loi que Z.

Le ”shift” de I’age sur la condition initiale ( ag plutdt que 0) permet de prendre en compte ’hétérogénéité
des ages des cellules de la granulosa d’un follicule au stade primaire. Pour une étude en temps long, ce
terme sera naturellement égal a 0.

2.2 Equations de renouvellement

Lorsqu’il se réduit & une couche, le processus défini par (2.1.2) est un processus de Bellman-Harris
dont la méthode de résolution consiste & exhiber I’équation de renouvellement vérifiée par la fonction
génératrice. Dans un cas a plusieurs couches, le principe reste le méme et les techniques pour étudier des
processus de branchement multi-type structuré en age dans des cas markovien ou semi-markovien, sont
proposées dans [1, 5, 11, 12].

2.2.1 Fonction génératrice

Définition 2.2.1 (Loi du nombre de cellules au temps t)

Soit N(k’j)(t) représentant le nombre de cellules sur une couche j au temps t en partant d’une unique
cellule située sur la couche k (et d’age ag = 0).

N®ID () =< Zkao=00(1) 1, >

D’autre part, on définit le vecteur aléatoire NF)(t) = (N®0)(¢), ... N®7)(¢)).

De la méme maniere qu’il a été fait dans [2], on introduit la notation du produit suivante :

J
s = (50,-50) € 0,17, j= (o, nrds), 8 =[] (2.1)
=0

On définit ci-dessous la fonction génératrice associée & la condition initiale e; (vecteur de la base
canonique), i.e. une cellule-meére située sur la couche j. Comme ce qui a été expliqué précédemment,
I’étude en temps long permet de prendre ay = 0 sans perte de généralité.

Définition 2.2.2 (Fonction génératrice)

Soit F9)[s;t], la j-éme fonction génératrice associée & une condition initiale ej.

FO[s;4] = E[sN 0]

11



2.2 Equations de renouvellement

On note également F[s;t] = (FU)[s;1]);eq0.47-

Dans le but de simplifier les notations, on adoptera & présent la notation N(¢)|N(0) = e; pour parler de
NG)(t). Ainsi, FU)[s;t] := E[SN(J)(t)] =E[sNV|N(0) = ¢;].

En utilisant la définition (2.1.2), on peut écrire une équation de renouvellement vérifiée par la fonction
génératrice du processus et qui sera le point de départ de la démarche pour 1’étude en temps long.

Propriété 2.2.1 (Equation de renouvellement)

La fonction génératrice associée a N (t) partant de la condition initiale (e;) est solution de I’équation
de renouvellement

Vi€ [0,J], FU(s;t) = s;(1 = Bj;(t)) + (fO[F(s,.)]  dBj;)(t) (22)
ou
Bji(t)=1—¢ Jobit)dsy,
dB; ;(t) = bj(t)e™ Jo bs()ds1,
et fUY) est définie par :

fO(s) = Péj,())S? + Pﬂsjsﬂl + PS{QS?H

La preuve est donnée en Annexe 6.2.1. Elle suit la démarche proposée dans [8] pour un processus de
Bellman-Harris et consiste & décomposer P[N(t) = k|N(0) = e;] comme la somme des événements qui
ont lieu entre I'instant initial et ¢. En utilisant la propriété de branchement ainsi que la relation entre
P[N(t) = k|N(0) = ¢;] et la fonction génératrice, on obtient la forme recherchée.

2.2.2 Moments

On s’intéresse en premier lieu au comportement moyen du nombre de cellules par couches.

Soit M (t) la matrice des moyennes du processus définie par :
[M(@)]t,m = Mim(t) = [E[N(#)|N(0) = ei]]m

Concretement, I'élément [M (t)];, de la matrice M est le nombre moyen de cellules de granulosa sur la
couche m au bout d’un temps ¢ sachant que le processus est initialisé par une unique cellule-mere située
sur la couche .

En raison de la nature uniquement centrifuge des déplacements, la matrice des moyennes M sera trian-
gulaire supérieure.

Propriété 2.2.2

M (t) est 'unique solution de I'équation de renouvellement

V(I,m) € [0, J1% M (t) = 61 (1 — Bii(t)) + 25V dBy s 5 My (t) + 25V dBy g« Mygy () (2.3)
En particulier, on peut écrire ce systeme de maniére plus compacte :

M(t) = Id— B(t) + G = M(t) (2.4)

ou G est une matrice bi-diagonale définie par G; ;(t) = 25(Sl)d8u(t) et G4 (t) = 25%)d8171(t)

La preuve est présentée en Annexe 6.2.1.

En exploitant une seconde fois I’équation de renouvellement pour la fonction génératrice, on obtient
une équation de renouvellement pour la variance du nombre de cellules.

12



2.3 Comportement en temps long

Propriété 2.2.3 (Moment d’ordre 2)

Soit V(@) (t) la matrice de variance-covariance du processus Z(t) initialisé par une unique cellule-mére
sur la couche j (et d’age ag = 0).
Alors Vlfj)(t) = Ql(jn)l(t) — M (t) M (t) ott QU(t) = | @) (t)]i,mefo,] est la matrice des moments

m l,m

d’ordre 2 de N(t) et vérifie :

Q) = Q= G(t) + f(M;)(t)

LM )i = 205 Myt (8) My (8) + PP M 1,0(8) M (8) + Mg (8) M ()] + 2053 M1 () My 1, (2)

La preuve est présentée en Annexe 2.2.3.

2.3 Comportement en temps long

Les cellules ne font que se diviser (pas de termes de mort, dans le cas & une couche, il s’agit d’un
processus de Yule (fission binaire)). Par conséquent, le nombre moyen de cellules augmente de maniére
exponentielle selon un parametre donné. On introduit alors naturellement la définition du parametre de
Malthus suivante :

Définition/Propriété 2.3.1 (Parameétre de Malthus)

Soit « le paramétre de Malthus. « est définie comme la plus grande valeur tel que :

N(et Ly w (2.5)

t——+o0

ou W est une variable aléatoire non-nulle et indépendante du temps.

Ce parametre de Malthus permet de caractériser le comportement en temps long.

Théoréme 2.3.1 (Comportement moyen en temps long)

H1 Vj S [[O, Jﬂ, BjJ(O—F) = 0,
H2 L’ensemble

+oo
M=A{X;, Bj () == / bj(a)eRioJo bi(dngy — 1/5400}
0

admet un unique élément maximal o.
Sous les hypothéses [H1-H2],

M@t)e  — M

t——+oo

ot M (t) est la matrice des moyennes et M est une matrice essentiellement creuse, sauf pour :

_ ~ B o(a) —1
Meco(t)e™™ — Moo= —a5 (2.6)
t——+o00 20‘53 (Bac)/(a)
B B o) — 1 k:l 28(0+Z)B* o
Me,cqr(t)e ™ e Me,cyr = G 0k() =0 “°L Crroi(@) (2.7)

k) 1om C+1) 1om
20‘359 )(BC,C)/(Q) Hf:l(l - 2359 " )Bc+z7c+z(a))

ot C lindice de la couche (dite meneuse) tel que A\c = a.

Remarque : « est le parametre de Malthus.

La preuve est présentée en Annexe 6.2.2. Elle s’appuie sur des résultats généraux démontrés par
C.Mode [11, 12, 13] ainsi que K.B.Athreya [1] et K.Crump [4].
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2.3 Comportement en temps long

Le principe de la preuve consiste a transformer 1’équation de renouvellement (2.4) en un probléme ma-
triciel pour M*(), la transformée de Laplace de M (). Une fois le probleme matriciel résolu, la derniere
étape consiste a "inverser” la transformée de Laplace en s’appuyant sur la théorie des poles et des résidus.

La preuve proposée dans [11], comme dans de nombreux autres cas [2, 4], s’appuie sur la structure
symétrique positive de la matrice G (ot d’une des ces convolutions), ce qui permet d’étre dans le cadre
d’application du théoreme de Perron-Frobenius assurant 1'unicité du parametre de Malthus. Dans un
cas centrifuge, le théoréeme de Perron-Frobenius ne s’applique pas. Cependant, seule la conséquence du
théoréme est nécessaire (existence d’une unique valeur propre maximale égale & 1) et il est facile de
trouver des conditions sur les lois de division et déplacement qui vérifie cette condition. Lorsque la va-
leur propre n’est pas unique, le pole sera de multiplicité 2 (preuve Annexe 6.2.2 ) et la croissance sera
sur-exponentielle.

Parametre de Malthus par couche

L’hypothese [H2] du théoreme 2.3.1 met en évidence la notion de couche meneuse qui est la couche
pour laquelle le parametre de Malthus sera le plus grand.

Il est également utile d’introduire une autre notion qui est le parametre de Malthus par couches.
Ce parametre caractérise le taux d’accroissement d’une couche qui n’est pas nécessairement la couche
meneuse. Ce taux caractérise donc le taux de croissance intrinseque de la couche : en partant d’une cellule
fille sur une couche j, on s’intéresse uniquement a 1’évolution du nombre de cellules sur cette couche j en
faisant abstraction des couches supérieures.

Définition/Propriété 2.3.2 (Paramétre de Malthus par couche)

Soit o le parametre de Malthus associé & la couche j. a;; est défini comme la plus grande valeur telle
que :

. ot L2 .
N (et N(©0) =¢; — WO (2.8)

t——+oo

ott W) est une variable aléatoire non-nulle et indépendante du temps.

Cette définition permettra de faciliter ’étude analytique des parametres pour la suite.

Variance et loi de I’état stationnaire

Il est également possible d’établir le comportement en temps long de la variance :

2O (et — 20 (2.9)

t—+oo
La preuve, encore inachevée a ce stade du stage, s’appuie sur une preuve similaire proposée par
C.Mode dans [12] et repose sur les mémes principes que ce qui a été fait dans le cas de la matrice des
moyennes. Pour pouvoir tenir compte du moment d’ordre 2, le choix proposé par C.Mode consiste a en

chercher une équation de renouvellement pour le moment E[N (¢)N(¢)] dans le but de renormaliser une
premiere fois par e®® puis a résoudre ’équation de renouvellement qui en résulte.

D’autre part, il est possible de montrer la convergence en norme L2 de la variable aléatoire renormalisée
N(t)e™*t vers une variable aléatoire homogene (état stationnaire).

Théoréme 2.3.2 (Loi de l’état stationnaire)

N(et Ly w (2.10)

t—+oo

tel que W soit un vecteur aléatoire de la forme cw(vg, ...,vs) tel que v; = n;(1 — 25(53‘) wr)(a) et w

est une variable aléatoire scalaire telle qu’elle soit solution du systéme de fonctions caractéristiques
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2.4 Simulation numérique

¢;(u) = E[e"™|N(0) = e;] tel que :

“+oo )
b;(u) = / D (p(ue B, ; (1)t (2.11)

Ce théoreme est une application directe des résultats présentés dans [12] (théoréme 3.2).

Les auteurs dans [2] (p.209) montrent que pour un processus multi-type markovien, le processus
(6©) . N(t)e=) ot £(©) est le vecteur propre associé & la valeur propre de la matrice Id — H (défini
en Annexe 6.2.2), est une martingale. On peut donc s’attendre a retrouver le méme type de structure
dans un cas semi-markovien, dans la mesure ou les preuves sont semblables. Bien que non démontré, ce
résultat a pu étre observé en calculant numériquement les valeurs moyennes par couches de cellules (cf
quatriéme partie).

2.4 Simulation numérique

La simulation d’un processus stochastique peut s’effectuer de maniére exacte ([6]) ou approchée
(méthode 7—Leaping [7]). La premieére méthode a été utilisée sachant que le cadre initiale est la naissance
et mort d’une population structurée en age et en trait. On peut donc faire le lien avec notre systeéme en
supprimant le terme de mort et en remplagant les traits par des couches. L’algorithme consiste a simuler
une succession d’événements k € N de maniére itérative. A chaque évenement k, on tire le prochain saut
possible. On sélectionne ensuite aléatoirement un individu et en utilisant une méthode d’acceptation-
rejet, on valide le saut ou non. Le taux global de saut est donné par bN(T},) ol b = gﬁg}{(}ﬂ“bj(a)ﬂoo.

jelo,

L’algorithme ci-dessous décrit la démarche a suivre.
1. 7ho =T, N(T3) == Y  NO(T},) et 1:= 0
2. On simule une loi exponentielle de parametre 1 €x; et on pose : T 141 = Tk,1 + k:t/BN(Tk)

3. Comme sur lintervalle [74;, 7y ;41[ seul 'dge a un role, on remet & jour celui-ci : chaque cellule
i € [0, N(T)] est alors 4gé de A;(T1) + Tki+1 — Tk AU temps Tx 141

4. On sélectionne une cellule de maniere uniforme parmi toutes les cellules présentes : Crayer,rna ~
U([0, N(T%)]). La cellule C sélectionnée est caractérisée par U'indice de sa couche Layer ainsi que
son indice dans cette couche, noté I'nd. Définissons les quantités ci-dessous :

L br Arnd(Tr,
(o) = iy P (At

brayer(Arna(Tr
mQ(Tk,H—l) =m (Tk,l+1) +pé’L1¢Tgl/er) ayer( ZT_: ( , +1))

L brayer (Arnda(Tr,i+1
mg(Tk},l_A'_l) _ mQ(TkJ_A'_l) +p(()7oa,,ge7’) aye7( g ( + ))

5. On simule une loi ©; ~ U[0,1]

- S10 < Oy < mi(Tk,4+1), alors 'événement a lieu. La cellule (Layer, Ind) se divise en donne
naissance a deux cellules filles situées sur la méme couche Layer. De plus Tj41 = g 141

= 81 ma(Tri41) < Ok < Mma(T41), alors I'événement a lieu. La cellule (Layer, Ind) se divise en
donne naissance & une cellule fille située sur la méme couche Layer et une autre sur la couche
Layer 4+ 1. De plus Ti41 = Tk, 141

— Si ma(Tii41) < O < Mma(Tk41), alors I'événement a lieu. La cellule (Layer, Ind) se divise en
donne naissance a deux cellules filles situées sur la méme couche Layer +1. De plus Tj41 = Tk 141

— Si mg(7k,41) < Oy, alors rien ne se passe. On recommence I’algorithme pour [ =1+ 1.

Le tableau ci-dessous résume le choix du b selon les taux considérés.
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2.4 Simulation numérique

Loi Taux b

Formulation original | bj(a) =1 — e~ 1
Markov Pur bj(a) =1/x, /2
Exponentielle shiftée | b;(a) = /x1asa, | Y20
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Chapitre 3

Modélisation déterministe

Le formalisme déterministe présenté dans cette partie permet d’obtenir des informations complémentaires
vis-a-vis du formalisme stochastique telle que la distribution en age en temps long qui serait plus complexe
a obtenir dans un cas stochastique.

3.1 Ecriture du modeéle

Soit p = (p(a,t))icpo,s7 € C*([0,T], L} (R4))’*! (espace de J+1 produit cartésien de C*([0, 7], L' (R4.)),
muni de la norme |[.[|z1(r )7+ tel que |[f]|p1m )+ = ZLO I1fllL1(®.)), le vecteur des densités cel-

lulaire de la granulosa ot p(, la densité cellulaire de la i-eme couche, est structurée en age.
On pose b; : Ry — R le taux de division instantané pour une couche ¢ € [0, J].

En considérant que pour une couche 7 donnée, la perte de densité cellulaire au cours d’un intervalle de
temps s est b;(a)p'? (a,t)s (cf Annexe 6.3.1 pour plus de détails), on obtient I’équation qui régit I’ensemble
du systeme :

Vi€ [0,J], 0pD(a,t)+ 0up@(a,t) = —b;(a)p(a,t) (3.1)

Pour pouvoir fermer le systéme, on considére d’une part les conditions initiales (du type Dirichlet)
données par (3.2) ainsi que les conditions aux bords (du type Dirichlet) données par (3.3) (les notations ont
été introduites en 1.3.3) en considérant le cas centrifuge. Il est aisément possible d’étendre ces conditions
a un cas de déplacement des cellules multi-directionnelle (déplacement centrifuge-centripéte) mais ce cas
de figure n’a pas été considéré dans le cadre du stage.

vie [0,7]. p?(a,0) = p(a) (3.2)
ou péi) est la distribution initiale des ages sur la couche 7 des cellules de la granulosa.
Vi € [0, J],

p@(0,t) = [21{2p55 " + pi'T VY01 (a)p D (a, t)da

+ fo {2172,0 + pll,l}bi(a)P(i)(aa t)da (3:3)
Cette condition peut étre mise sous la forme plus condensée d’un systéme linéaire
p(0,t) = [° P(a)p(a,t)da (3.4)
tel que
25" Vb _1(a), sij=i—1
Va € Ry, [P(a)]ij =3 25Wbi(a), sij=i
0, sinon
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3.2 Eléments propres

3.2 Eléments propres

Dans de nombreux cas, il n’est pas possible d’obtenir une solution analytique d’équations différentielles
partielles. Cependant, la recherche des éléments propres permet d’obtenir des solutions particulieres de
la forme p(a)e*. La premiere étape pour déterminer ces éléments propres est de définir les problemes
primal et dual de I’équation (3.1).

Définition 3.2.1 (Problémes primal et dual)

Soit p = (pV(a,t)icpo,17 € C*([0,T], L*(R4))7+! solution de (3.1).
On définit le probléme primal comme

dpla,t) = Lp(a,t) (3.5)

muni des conditions (3.2) et (3.3), ou L est 'opérateur du probléme primal tel que L = —0, — B(a)
ou B est la matrice diagonale tel que [B(a)];; = bi(a).
Le probléeme dual associé est

¢ € Co(Ry), < Lp(,1), ¢ >=< p(.,t), L' > (3.6)

ot L est Popérateur du probléme dual tel que L' = P(a)'g + 6, — B(a).
Le produit scalaire est < f,g >= Z/i:o f0+oo fF(a)g"(a)da pour f = (f*)repo,) € (L (Ry))7T et
9= (9")kepo,51 € (Ce(Ry))*

La formulation est détaillée en Annexe 6.3.2. Ces deux réécritures permettent & présent de chercher
un couple d’éléments propres (p, ¢, ) olt ¢ € Ce(Ry.)7*L, p = (0 (a,t)iepo,57 € CH([0,T], LA (R4)) 7+ et
A € Ry vérifiant deux conditions :

[C1 ] p(a,t) = p(a)e* est solution de (3.5) muni des conditions (3.2) et (3.3)

(€2 ] 3 o™ A (a)da =1
La premiere condition conduit directement & chercher un couple (A, ) solution du probleme station-
naire/probléme aux valeurs propres :

S A
p(0) = p(a,0) = po(a)
La solution de cette équation différentielle ordinaire est p(a) = e~ Jo A+BW)du50) ot est caractérisée

par le vecteur p(0). Ainsi, 'existence et I'unicité des éléments propres A et p est défini par l'existence et
I'unicité du vecteur $(0).

(3.7)

En appliquant la condition aux bords donnée par (3.4) & p(a,t) = eMe™ Jo A+BW)du50) on obtient

le systéme pour p(0) suivant :
—+oo —+oo N
p(0) = / P(a)p(a)da = / P(a)e™ Jo GBI 5(0)dg (3.8)
0 0
Finalement, en utilisant que B est une matrice diagonale, on montre que (0) vérifie Vi € [0, J],
- i—1 - too a ; . too a
PO (0) = 271561 (0) / iy (@)e o5 Bt g 4 250 50)(0) / bi(a)e= eI b gq (3.9)
0 0

De méme que pour le formalisme stochastique, la non-applicabilité du théoreme de Perron-Frobenius
en raison de la dynamique centrifuge du modele n’est pas une fin en soit puisque seule la conséquence
de ce théoreme, a savoir I'existence d’une valeur propre maximale simple, est importante pour la suite
de la démarche. Le lemme (3.2.1), présenté ci-dessous, permet de s’assurer que cette étape est valide en
vérifiant que ’équation (3.9) admet un unique couple solution (A, 5(0)).
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3.3 Comportement en temps long

Lemme 3.2.1 (Ezistence et unicité de A et p(0))

[H1 | L’ensemble M défini ci-dessous admet un unique élément maximal.

+oo
M= {N;,B5 () = / bj(a)e_)‘f“_foa bj(wdu go — 1/259)}
0
[H2 | Vi€ [0, J],¥Ya >0, b;j(a) >0

Sous les hypothéses H1-H2, ’équation (3.9) admet un unique couple solution (A, 5(0)) tel que :
— A€ M tel que A = max M. On note C lindice de la couche associé au plus grand A\; € M.

- p(0) vérifie :

. R 2s B —1(N)
vk >, p0(0) = pO0) [Tcy m
vk < C pM(0) =0

tel que p(©)(0) vérifie :

J i k: 1) * +oo

SIOFSY H By, EOn =

i=C k=C+ 0

k *
— 25§ By ()
ou Bz,k—l(a) = f0+oo b;cfl(t)e_at—fot b (u)du gt

La preuve est présentée en Annexe 6.3.2.

Remarque 1

De I’hypothése [H1] du Lemme ci-dessus, on obtient des critéres permettant d’écarter d’office des lois
de déplacement et de division pour lesquelles le paramétre de Malthus associé a la couche n’existera
pas : 35 € [0, J] tel que

o )
’ bi(u)du > 1 (2580 W 51 3.10
;i (u)du > In( o) ), s’ >12 (3.10)
0 QSS -1

(@)

Ainsi, pour C' la couche meneuse, on constate qu’il est nécessaire que s’ >

1
3

Finalement, en utilisant le Lemme (3.2.1) ainsi que le fait que lexistence et I'unicité de 1'élément
propre ¢ est intrinsequement lié a celle de p, on obtient I'existence et 1'unicité des éléments propres
recherchées.

Théoreme 3.2.1 (Existence et unicité des éléments propres)

Sous les conditions du Lemme (3.2.1), il existe un unique triplet (X, p, ¢) vérifiant les conditions :
[C1 ]p(a t) = p( YeM est solution de (3.5) muni des conditions (3.2) et (3.3)

[C2 ], Jo™ p (a)da=1

pla) vérifie p(a) = e~ Jo MBI 50) on j(0) est donné par le Lemme (3.2.1), de méme que le
parametre A\ qui peut étre assimilé au parameétre de Malthus.

3.3 Comportement en temps long
L’unicité du triplet d’éléments propres (A, g, ¢) ayant été prouvé dans la partie précédente, on peut a

présent chercher a étudier le comportement en temps long de la densité cellulaire apres renormalisation.
L’entropie généralisée est un outil classique pour mener & bien ce type d’étude [16].
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3.3 Comportement en temps long

3.3.1 Entropie relative généralisée

L’idée de I’entropie relative généralisée est de quantifier I’éloignement d’une solution & une solution
particuliéere par une mesure, I’entropie. Cette mesure nécessite donc une solution d’étalonnage qui sera
naturellement la solution particuliere trouvée plus haut.

On pose la fonction d’entropie

0o rrrv® (a,t) 7 A(4 i
ve R, Hw) =L, [ HSHED] 50 (a)¢) (a)da (3.11)

D’autre part, on pose la fonction Dy, , représentant la dissipation de I’entropie le long de la trajectoire

)
Z;,]:o % et définie par :

Dy o(t) := 7%7{(1})

Propriété 3.3.1 (Lois de conservation)

Soit p(a,t) une solution du systéme (3.1), p une solution du probléme primal (3.7) et ¢ une solution
du probléme dual (6.5). Alors,

Vi [0,J], TO(a,r)=e ool (3.12)

est solution de I’équation de conservation

9.7V (a,t) + 0,7 (a,t) =0 (3.13)

La preuve est proposée en Annexe 6.3.3.

—xt p (ayt)
50 ()

Remarque : On peut montrer également que la solution du probleme dual ®)(a,t) = e est

solution d’une équation du type conservation mais ce résultat n’est pas utile pour la suite.

Théoréme 3.3.1 (Entropie Relative Généralisée)

Soit p(a,t) une solution du probléme (3.1), p et ¢ les solutions uniques respectivement des problémes
dual et primal.

Soit H : R — R une fonction différentiable, on a I’équation de conservation :

Vi€ [0,J], O:H[T(a,t)] 4+ 0,H[T D (a,t)] =0 (3.14)
Supposons que lim S0 9D (@)D (a)H[DD (a, )] = 0.
T od [ , o oo , +oo »*)(a)
; 7 /0 H[TD(a,1)]¢" (a)p") (a)da = ;W(O)p(” (O){HTD(0,8)]- /O k:ZHH [T (a, 0)][P(a)]: 500(0) da}
(3.15)

Lorsque H est une fonction convexe, on peut montrer un résultat général bien connue : D ,(t) < 0,
ce qui est fait dans [16]. Puisque 1'on ne s’intéresse qu’a une étude en temps long, ce résultat n’est pas
essentiel pour la suite.

3.3.2 Comportement en temps long

Propriété 3.3.2 (Résultats trajectoriel pour le cas & une couche)

Soit p € C*([0,T), L*(R4)) pour J = 0, muni des conditions (3.2) et (3.3) alors,

pla,t) ~ Mpla), t— o,
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3.4 Simulation numérique

La preuve dans le cas & une couche est présentée en Annexe. Dans un cas & plusieurs couches, [16] fournit
la preuve.

Propriété 3.3.3 (Résultats trajectoriels pour plusieurs couches)
Soit p € C1([0,T], L*(R,)) pour J = 0, muni des conditions (3.2) et (3.3) alors,

J

plast) ~ mep(a), oo, m=>" [ o000 (@)da
i=0 0

au sens de la norme L*(R,, ¢(a)da).

Du fait de la condition aux bords, la méthode utilisée dans le cas mono-couche ne peut étre uti-
lisée directement. Pour pouvoir démontrer la convergence dans un cas multi-couche, il va étre nécessaire
d’utiliser une inégalité de Poincaré discréte comme cela est présenté dans [16] (p.161, Lemme 6.2) et
vraisemblablement de modifier le choix de la fonction H (H(z) = |z| dans le cas mono-couche mais la
preuve présentée dans [16] utilise certaines propriétés de la fonction H(z) = x2).

Lorsque 'on considére une loi de division markovienne, il a été observé que la matrice des valeurs
moyennes obtenue dans le cas stochastique (théoréme (2.3.1)) est semblable & la distribution stationnaire
obtenue dans le cas déterministe (calcul non détaillé dans ce rapport). En intégrant la distribution sta-
tionnaire obtenue dans le cas déterministe (théoréme (3.3.2)), on devrait donc retrouver le méme profil
pour le formalisme stochastique (le calcul reste encore a étre effectué).

3.4 Simulation numérique

En premier lieu, introduisons les notations suivantes :

— a;p =1Aa; t, = mAt ot Aa est le pas de temps en age et At, le pas de temps.

- Plm = (Pl(frzl)je[[o,,]]] tel que Pl(])n = pY(az, tm)

Deux schémas numériques peuvent étre proposés :

1. Schéma explicite
Vi€ 10,91, o = Ao+ [1— AL + At x bi(a)]pf), (3.16)

Ce schéma numérique est stable & condition que la CFL (Condition de Courant—Friedrichs—Lewy)
suivante soit respectée :

a

At
\E\SL I1— &L —bi(a)| <1

2. Schéma implicite

vj € [0, J], pl(jr)nJrl = %; x mpz@mﬂ +(1- %)mpgﬁz (3.17)

)

Ce schéma numérique est inconditionnellement stable.

On utilisera la conditions initiale (3.18) ainsi que la condition au bord (3.19)

P = poy(ar) (3.18)
On obtient la condition aux bords en discrétisant I'intégrale :

K
PO = ZP(ak)pk’mAa (3.19)
k=0
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3.5 Conclusion

3.5 Conclusion

En conclusion de cette partie, on a obtenu une expression asymptotique de la solution de du systeme
d’équations aux dérivées partielles (3.1) qui se comporte comme une solution particuliere de ce systéme
d’équations (solution du probléme aux valeurs propres) multipliée par une constante (dans le cas multi-
couche) qui dépend de la condition initiale et de la solution du probléme dual ¢. Ce résultat permet d’avoir
a la distribution en age, qui est une information supplémentaire par rapport a I’expression asymptotique
du processus stochastique (théoreme (2.3.1)).
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Chapitre 4

Application et premieres simulations

Les résultats obtenus dans les parties précédentes montrent, pour les deux formalismes (déterministes
et stochastiques), que le temps de doublement moyen est de n(2)/a olt « est ’élément maximal de :

M= {N;, Bj i(A)) = 1258}

Une expression analytique de la fonction B ; (qui est la transformée de Laplace de la fonction

a—bjla)e” Jo'bs(w)du ) peut étre obtenue dans le cas markovien pur ainsi que dans des cas semi-markovien
simples (exponentielle shiftée) et permet une étude plus approfondie de la dynamique du processus étudié.

D’autre part, nous sommes assurés qu’au bout d’un temps t, le nombre moyen de cellules de la
granulosa évolue comme Meot (cf théoreme 2.3.1, formalisme stochastique) ou encore que la distribution
en age se comporte comme mp(a)e™ (formalisme déterministe). On définit le régime stationnaire comme
le moment ou la population de cellules de la granulosa se comporte comme Me®t et le régime transitoire,
celui qui précede le régime stationnaire.

4.1 Mise en ceuvre avec un cas markovien pur

Meéme si le cas markovien pur (loi de division donnée par ’équation (1.5) ) ne tient pas compte
de leffet de I’age sur la division (chaque cellule a la méme probabilité de se diviser quels que soient
leurs ages), il est un choix de loi pratique pour obtenir une expression analytique simple du temps de
doublement. Cette loi est donc utilisée comme point de départ pour mettre en place un protocole d’étude
du comportement du processus en fonction des parametres.

4.1.1 Profil a la limite attendu

En utilisant les résultats précédents, on montre que les parametres de Malthus par couches vérifient

(4)
1 25y’ —1
. (ct) aX + 1 Qaj X
et que le parametre de Malthus :
29 —1
o= max o; = max

P 0% = %) DY

L’indice de la couche meneuse est :

9s) _ 1
C = arg maxo; = arg max 53
€00, jefo,g] A

Dans le cas markovien pur considéré, I'indice de la couche meneuse (assimilable & un pool de cellules

souches) est caractérisé de maniere explicite et simple par le parametre du modele : S(SO) (probabilité de
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4.1 Mise en ceuvre avec un cas markovien pur

rester sur la premiere couche) et Ay (temps de division instantanée de la premiere couche). La Figure
(4.1) montre les valeurs des parametres de Malthus par couches obtenues en appliquant la formule ci-
dessus pour 4 couche et met en évidence I"unicité du parametre de Malthus (plus grand des parametres de
Malthus par couches) hormis en un point critique ot o n’est plus unique mais de multiplicité quadruple
dans le cas d’une loi de déplacement linéaire (Figure (4.1a)) et double dans le cas d’une loi de déplacement
quadratique (Figure (4.1b)).

Paramétre de Malthus par couche, déplacement linéaire Parametre de Malthus par couche, déplacement quadratique

* Couche 0 * Couche 0
Couche 1
* Couche 2
Couche 3

I
o
g2
=3
3

Couche 3

Malthus

0000 0002 0004 0006 0008 0010
Malthus

0000 0002 0004 0006 0008 0010

02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10

5
5}

s0_S s0_S

(a) Loi de déplacement linéaire (b) Loi de déplacement quadratique

FIGURE 4.1 — Point critique pour un modéle markovien pur : \g = 100, dpo = 51.61 . Figure
(4.1a) : déplacement linéaire : un unique point de bifurcation est observé (tous les parametres de
Malthus par couches sont égaux). La derniére couche (couche 3 en gris) est meneuse lorsque la probabilité
de rester sur la premieére couche est inférieure & une valeur critique (sgo) < s%’m't cf (4.1)). Figure (4.1b) :
déplacement quadratique : un unique point de bifurcation du parametre de Malthus est observé
(les parametres de Malthus par couches de la premiere et la derniére couche sont égaux) et marque
une transition premiere couche meneuse/ derniére couche meneuse. la couche 1 (vert) n’admet pas de

parametre de Malthus pour les parametres considérés.

Ce point critique peut étre déterminé explicitement pour les lois de déplacement considérées :
Loi de déplacement linéaire

(0,eri) 1 _ 23(59)71
Ss =1- a5 CQeri = b (41)
L+ 58 ’
Ce point existe pour toutes les valeurs du diametre de cellules de la granulosa dg et du diametre
de l'ovocyte dg.
Loi de déplacement quadratique

(0,cri) 1( 1 ) o 25(50)_1
Sg ~ 2\ 2Jda v Qeri = Txg
do

D’autre part, la Figure (4.1) met en évidence I'aspect ”bifurcation” du point critique qui introduit un

changement de couche meneuse. Lorsque 5(59) e [0, sgo,m‘) [, la derniere couche conduit la dynamique du

systéme, principalement car elle ne perd pas d’individu (méme si elle a un taux de division plus faible

que la premiere). En revanche, lorsque sgj) G]sg”’o), 1], la premiére couche est la meneuse : elle conserve

suffisamment de cellules pour pouvoir influencer la dynamique globale du systeéme. Trois régimes peuvent

étre identifiés a partir de la Figure (4.1) selon la valeur de sgo)

— Régime 1 : sgj) € [0, s(SO’CM)[, la derniére couche conduit la dynamique du systeme (C' = J) et le

temps de doublement global (égale & In(2)\ ;) ne dépend que du temps de division sur la derniére

couche et est indépendant de S(SO), comme on peut le voir sur la Figure (4.2a et 4.2¢) ci-dessus.

— Régime 2 : sg)) E]sg”’o), 1], la premiére couche est meneuse (C' = 0) et le temps de doublement

dépend alors conjointement de la probabilité de rester sur la premiere couche (s(so)) et du temps de
division sur celle-ci (Ag). En particulier, le temps de doublement décroit en fonction de 5(59) mais
reste supérieur & Ay (figure 4.2a et 4.2b).
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4.1 Mise en ceuvre avec un cas markovien pur

;s . 0 cri,0) . . P .
— Régime 3 : s(s) = sg ), il n’y a pas de couche meneuse clairement définie et une croissance sur-

exponentielle est alors attendue (ceci peut se retrouver dans la preuve en Annexe 6.2.2 en calculant
le résidu de multiplicité J pour le modele linéaire et 2 pour le modele quadratique lié a cette valeur
a). Ce régime se comporte comme une bifurcation et marque le changement de dynamique premiére
couche meneuse (comme une réserve de cellules souches)/ derniére couche meneuse (accumulation
dans une réserve).

Temps de doublemen d la populaton Temps de doublement. Couche 0 (Echele log10) Temps de doublement, Couche 1 (Echell log10)

\ ; :

Lorscn 0

(a) Temps de doublement moyen(b) Temps de doublement moyen sur la(c) Temps de doublement moyen sur la
(In(2)/a) couche 0 (In(2)/ag) couche 1 (In(2)/ay)

Temps ds doublemen, Couchs 2 (Echels log10) Temps de doublement, Couche 3 (Echel log10)

(d) Temps de doublement moyen sur la(e) Temps de doublement moyen sur la
couche 2 (In(2)/ay) couche 3 (In(2)/a3)

FIGURE 4.2 — Temps de doublement moyen pour un modeéle markovien pur avec une loi de
déplacement linéaire : 4 couches, dy = 75um,dg = 11um (formalisme stochastique, théoreme 2.3.1)

Les discontinuités observées sur les Figures (4.2b) ainsi que (4.2¢) traduisent la remarque 1 : il n’y a
pas de solution & B} ; = 1/2s{” si Sgo) < 1/,

Connaissant l'indice de la couche meneuse C', on applique les résultats sur le nombre moyen de cellules
(formalisme stochastique, théoréme (2.3.1)) pour étudier la proportion moyenne de cellules par couches
E[NO) ($)e~ o

;LEJE[N(U'%(t)er]
déplacement quadratique : Figure (4.3b)) ainsi que le nombre moyen total de cellules pour ce méme
régime E;.Jzo E[NU)(t)e=**] (loi de déplacement linéaire : Figure (4.3c), loi de déplacement quadratique :
Figure (4.3d)).

Pour le Régime 1, on observe un comportement de type martingale mentionné dans la partie stochastique :
B[N (t)e=**|N/)(0) = 1] = 1. En revanche, en Régime 2, ce résultat ne s’observe pas directement puis-
qu'il est nécessaire de renormaliser I’ensemble des moyennes ((£(€) - N(t)) ).

attendue en régime stationnaire (loi de déplacement linéaire : Figure (4.3a), loi de

Lorsque la premiere couche est meneuse, on observe un phénomene de coexistence entre les 4 couches
. 0 . . e .
qui perdure tant que sfg) # 1 et qui est marqué par des profils de convexité différents selon les lois de
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4.1 Mise en ceuvre avec un cas markovien pur

déplacement et les couches considérés. La couche la plus remplie n’est pas nécessairement la premiere
couche mais un gradient de la derniere a la premiere, ce qui peut rendre compte du volume disponible
méme si cette information n’est pas clairement écrite dans la loi (loi de déplacement linéaire, Figure
(4.3a)). Dans le cas de la loi de déplacement quadratique, la derniére et la premiére couche sont majori-
tairement remplies (Figure (4.3b)) et en particulier, le début du Régime 2 peut représenter un déséquilibre
qui est intéressant pour représenter ’anisotropie débutant en phase pré-antral du follicule.

Proportion de cellules par couche (aprés renormalisation), modéle linéaire

* Couche 0
Couche 1
+ Couche 2
Couche 3

Proportion de cellules

Proportion de cellules

04 08

02

Proportion de cellules par couche (aprés renormalisation), modéle quadratique

* Couche 0
Couche 1
+ Couche 2
Couche 3

| 8

00 02 04 0

s0_S

(a) Proportion de cellules par couche renomarlisée,(b) Proportion de cellules par couche renormalisée,

modele linéaire

Nombre de cellules total, modéle linéaire

modele quadratique

Nombre de cellules total, modéle quadratique

Proportion de cellules (chelle log)

Proportion de cellules (chelle log)
00 05 10 15 20 25 30

(¢) Nombre de cellules renormalisé total, modele(d) Nombre de cellules renormalisé total, modele qua-
linéaire dratique

FIGURE 4.3 - Représentation du nombre moyen de cellules total (Zj:OE[N(j)(t)e_at]) de la
E[NYD (t)e” ] )
I E[NG) (t)e—et]

granulosa attendu en régime stationnaire ainsi que de leur répartition (Z

selon les couches (formalisme stochastique, théoréme 2.3.1) pour une loi de déplacement
linéaire (figures de gauche) et quadratique (figures de droite) : 4 couches, dy = T5um,dg =
11pm, Ao = 35

La multiplicité de la valeur propre en Régime 3 peut étre identifiée sur les figures (4.3c) et (4.3d) :
le nombre moyen de cellules renormalisées semblent tendre vers 'infini lorsque I'on s’approche du point
critique (état de 'aspect instable du systéme aux abords de ce point).

4.1.2 Régime transitoire/régime asymptotique

Les résultats théoriques nous assurent qu’au bout d’un temps t, les processus déterministe et stochas-
tique vont se comporter comme le régime stationnaire (N () ~ Ne®t). On cherche & observer ce régime
numériquement.

En s’appuyant sur les sorties des simulations de 'algorithme stochastique proposé en 2.4, il est pos-
sible d’identifier le temps de transition entre le régime transitoire et le régime stationnaire et s’assurer
ainsi que 'approximation en e* est pertinente.

Pour un méme Ay = 35 et dp = 50.83, on regarde le temps de transition pour le Régime 1 (derniere
couche meneuse : s(so) = 0.35, Figure (4.4)) ainsi que pour le Régime 2 (premiére couche meneuse :
sg)) = 0.9, Figure (4.5 )).
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4.1 Mise en ceuvre avec un cas markovien pur

En observant les courbes donnant le nombre de cellules de la premiere couche en échelle logarithmique
(Figure (4.4b), courbes en rouge) et linéaire (Figure (4.4a), courbes en rouge), on constate que la popu-
lation cellulaire semble s’éteindre. D’un point de vue théorique, ceci est cohérent avec le fait que lorsque
Sgo) < 1/2, le parametre de Malthus par couches est négatif et la population décroit. L’état stationnaire
sera donc marqué par le fait que la population cellulaire sur la premiere couche décroit jusqu’a 0. La
figure (4.4b) montre qu’a partir de ¢ = 60, les couches 0 et 1 ont des profils du type e%* ont og < 0 et
a1 > 0, ce qui peut indiquer que le régime stationnaire est atteint.
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4.1 Mise en ceuvre

avec un cas markovien pur

40 60 a0 100

log du nombre de cellules de granulosa

20

log du nombre de cellules de granulosa

Markov Pur,(100 Simulations, 40 cellules sur C0),50_5=0.35

Layer 0 Layer 1 Quantité total

500

400

400

300

300

200
Mombre de cellules de granulosa

log du nombre de cellules de granulosa

200

100

100

40 B0 40 B0 a0 100 o 20 40 B0 a0 100

Temps Temps Temps

(a) Nombre de cellules par couches, échelle linéaire (N (t))

Markov Pur (100 Simulafions, 40 cellules sur C0,So_S =035

Layer 0 Layer 1

10
10

log du nombre de cellules de granulosa
Mombre de cellules de granulosa

40 60 &0 100 0 40 60 20 100

Temps

Temps

Temps

(b) Nombre de cellules par couches, échelle logarithmique (In(N) (t)))

FIGURE 4.4 — Régime 1 : 100 simulations du processus Z; pour \g = 35, dpo = 50.83 et dg = 11 en

partant de 40 cellules sur la couche initiale (2 couches au total) pour s

vaut a = 0.0228.

La Figure (4.5)

0) _

5~ = 0.35. Le parametre de Malthus

présente des résultats de simulation obtenus dans le Régime 2. La figure montrant
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4.1 Mise en ceuvre avec un cas markovien pur

le nombre de cellules sur la premiére couche en échelle logarithmique (Figure (4.5b)) montre que la
dynamique sur cette couche est dans un état stationnaire et le nombre de cellules croit plus rapidement
que celui de la deuxieéme couche (Figure (4.5a)). La deuxieéme couche atteint I’état stationnaire plus
tardivement (la pente du nombre de cellules en échelle logarithmique devient linéaire entre t= 80 et la fin
de la simulation, Figure (4.5b)). De méme, le nombre de cellules total renormalisé semble avoir un profil
linéaire a partir du méme intervalle de temps.

Markov Pur (100 Simulations, 40 cellules sur C0),S0_S$=09

Layer 0 Layer 1 Quantité total

300 400

200
Mombre de cellules de granulosa

log du nombre de cellules de granulosa
log du nombre de cellules de granulosa

100

o 20 40 &0 80 100 o 20 40 80 80 100 0 20 40 80 80 100

Temps Temps Temps

(a) Nombre de cellules par couches, échelle linéaire (N (t))

Markov Pur,(100 Simulations, 40 cellules sur C0,S0_5=0.9

Layer 0 Layer 1 Quantité total

log du nombre de cellules de granulosa
Mombre de celules de granulosa

log du nombre de cellules de granulosa
4
L

] 20 40 &0 80 100 0 20 40 60 &0 100

Temps Temps Temps

(b) Nombre de cellules par couches, échelle logarithmique (In(N () (t))

FIGURE 4.5 — Régime 2 : 100 simulations du processus Z; pour \g = 35, dpo = 50.83 et dg = 11 en
partant de 40 cellules sur la couche initiale (2 couches au total) pour 59 =0.9. Le parametre de Malthus
vaut a = 0.02209.
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4.2 Mise en ceuvre dans des cas semi-markovien : ’exponentielle shiftée

Dans les deux cas (Régime 1 et 2), il est difficile de déterminer avec précision le moment de transition
régime transitoire-stationnaire. Cependant, il est possible d’obtenir une borne inférieure du temps de
transition transitoire-stationnaire lorsque sg)) < 0.5 (Régime 1). En effet, 5(59) < 0.5 implique qu’il y a
une extinction de la population sur la premiere couche. En considérant que la dynamique sur la premiere

S0 15

)
couche correspond a un processus de naissance-mort de taux de naissance b = S et de mort d = vt
on trouve que la valeur moyenne du premier temps d’extinction vérifie

7] = 20 gy 55
E|T = —In(1+ ———
s 125y

Si I’étude d’un modele markovien pur est utile dans un premier temps, il ne permet pas de prendre
en compte des caractéristiques biologiques telles que la dépendance de la division a I’dge : une cellule
ne se divise pas immédiatement apres sa naissance mais a besoin d’un temps pour pouvoir entamer une
mitose.

4.2 Mise en ceuvre dans des cas semi-markovien : I’exponentielle
shiftée

L’exponentielle shiftée (cf équation (1.6)) est un exemple intéressant de loi de division semi-markovienne
puisqu’elle présente ’avantage d’étre suffisamment simple pour pouvoir obtenir des valeurs au moins
numériques du parametre de Malthus et permet de prendre en compte un effet de ’age d’une cellule sur
sa division.

Le parametre de Malthus par couches ne peut étre déterminé explicitement (mais numériquement au
moyen d’un algorithme de Newton) et vérifie

Byjla) = =
5,\Q) = S T Gy
adj+1 25
Le parametre de Malthus se déduit alors des parametres de Malthus par couches.

Les différents régimes observés dans le cas markovien pur sont retrouvés pour une loi de division
exponentielle shiftée et pour cette loi, le point de bifurcation/critique dépendra en plus du parametre ag.

Malthus

0.002 0.004 0.006 0.008 0.010

0.000

Parameétre de Malthus par couche, déplacement linéaire

Paramétre de Malthus par couche, déplacement quadratique

* Couche 0
Couche 1
¢ Couche 2
Couche 3

Malthus
0.004 0.0068 0.008 0010

0.002

0.000

* Couche 0
Couche 1
+ Couche 2
Couche 3

0.0 02 04 06 08 1.0

(a) Modele de loi de déplacement linéaire

(b) Modele de loi de déplacement quadratique

FIGURE 4.6 — Point critique pour un modéle markovien pur :
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4.2 Mise en ceuvre dans des cas semi-markovien : ’exponentielle shiftée

Les temps de doublement moyen (Figure (4.7)) ainsi que les distributions par couches (Figure (4.8))
sont semblables & ceux obtenus dans le cas markovien pur (en terme de comportement).

Temps de doublement de la population “Temps de doublament, Couchs 0 (Echalelog10) Temps ds doublement, Couch 1 (Echlk log10)

s - s - s

(a) Temps de doublement moyen(b) Temps de doublement moyen sur la(c) Temps de doublement moyen sur la
(In(2)/a) couche 0 (In(2)/ayg) couche 1 (In(2)/ay)

Termps de doublsment, Couche 2 (Echels log10) Temps ds doublament, Couche 3 (Echel lag10)

s

(d) Temps de doublement moyen sur la(e) Temps de doublement moyen sur la
couche 2 (In(2)/as) couche 3 (In(2)/az)

FIGURE 4.7 — Temps de doublement moyen pour une loi de division exponentielle shiftée et
une loi de déplacement linéaire : 4 couches, dy = 75um,dg = 11um,aq = 10

Répartition par couches

Les profils obtenus sont semblables a ceux obtenus pour le cas markovien pur.
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4.2 Mise en ceuvre dans des cas semi-markovien : ’exponentielle shiftée

Proportion de cellules par couche (aprés renormalisation), modéle linéaire Proportion de cellules par couche (aprés renormalisation), modéle quadratique

. * Couche 0
Couche 0 Souched

Couche 1 o Couche 2
* Couche2 Couche 3
R Couche 3

— WA

s0_S s0s

Proportion de cellules
Proportion de cellules

(a) Proportion de cellules par couche re-(b) Proportion de cellules par couche
normalisée, modele linéaire renormalisée, modele quadratique

Nombre de cellules total, modéle quadratique

Nombre de cellules total, modéle linéaire

2
L

5
Proportion de cellules (chelle log)

Proportion de cellues (échellelog)
4

o

00 02 04 06 08 10 00 02 04 08 08 10

0.8 s0.s

(¢) Nombre de cellules renormalisé to-(d) Nombre de cellules renormalisé to-
tal, modele linéaire tal, modele quadratique

FIGURE 4.8 -~ Représentation du nombre moyen de cellules total (ZjZOIE[N(j)(t)e’O‘t]) de la

) ($)e—o
granulosa attendu en régime stationnaire ainsi que de leur répartition (Zj]iif\]%[fj\,((tj))e(t)et]m])
selon les couches (formalisme stochastique, théoréme 2.3.1) pour une loi de déplacement
linéaire (figures de gauche) et quadratique (figures de droite) : 4 couches, dy = 5um,dg =

11pm, Ao = 35

En comparant la Figure (4.8) & la Figure (4.3), on observe que le nombre de cellules total attendu en
régime asymptotique sera légerement plus grand dans le cas de 'exponentielle shiftée (& ag = 10).

En conclusion, de maniere générale, les résultats asymptotiques observés pour une exponentielle shiftée
sont relativement proche d’un point de vue dynamique & ceux obtenus dans le cas markovien pur. Par la
suite, on pourra chercher a augmenter le shift de I’exponentielle pour chercher a observer des comporte-
ments divergeant.

Dans cette partie, seuls les résultats obtenus pour le formalisme stochastique sont exploités mais des
résultats complémentaires peuvent étre étudiés avec le formalisme déterministe.
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Chapitre 5

Conclusion et perspectives

L’utilisation d’une version simplifiée du modele de croissance folliculaire basale proposé dans [3] a
permis de mettre en application, d’une part, dans le cadre stochastique, des techniques d’analyse de
comportement en temps long telles que les fonctions génératrices et les équations de renouvellement et
d’autre part, dans le cadre déterministe, des techniques d’entropie relative généralisée (recherche d’une
solution particuliere qui est la solution du probléme aux valeurs propres et preuve de la convergence
vers cette solution). Ces techniques ont permis d’obtenir dans le cas d’une loi de division markovienne,
Iexpression analytique du parameétre de Malthus et, dans le cas de I'exponentielle shiftée (loi de division
semi-markovienne), des équivalents numériques en fonction des parametres du modele. Ensuite, en utili-
sant ce parametre de Malthus, il a été possible de caractériser le temps de doublement d’une population de
cellules de la granulosa lorsque les phases asymptotiques des processus déterministes et stochastiques sont
atteintes. Par ailleurs, le mouvement centrifuge induit une structure non symétrique dans la matrice des
moyennes ce qui ne permet donc pas d’appliquer le théoréeme de Perron-Frobenius et les théorémes pro-
posés par [2, 11] pour chercher des profils stationnaires ont été démontrés ici avec des hypotheses affaiblies.

Les expression analytiques obtenues pour le parametre de Malthus dans le cas markovien pur ont
mis en évidence l'existence de trois régimes décrivant le comportement cellulaire asymptotique (Régime
1 : derniére couche meneuse et croissance exponentielle, Régime 2 : premiere couche meneuse et crois-
sance exponentielle, Régime 3 : pas de couche principalement meneuse et croissance sur-exponentielle).
La couche meneuse n’est pas systématiquement la premiere bien qu’elle ait un taux de division plus
grand. La transition entre ces trois régimes dépend de la probabilité de rester sur la premiere couche
(S(SO)) et s’effectue en un point bifurcation qui a été identifié. La valeur de ce point dépend du diametre de
Iovocyte, de celui d’une cellule de la granulosa ainsi que du nombre de couches et correspond a une crois-
sance sur-exponentielle (d’ordre t’e®* dans le cas d'un déplacement linéaire et t2¢®* pour un déplacement
quadratique).

Dans le cas d’une loi de division exponentielle shiftée (cas semi-markovien, ce qui permet de tenir
compte d’un effet de I’dge dans le taux de division), des résultats numériques ont montré I'existence du
méme comportement. La principale difficulté pour déterminer analytiquement le parametre de Malthus
vient de I'impossibilité de calculer explicitement une transformée de Laplace. Des solutions numériques
(méthode de Fourier ou de Stehfest) pourront étre envisagées par la suite pour déterminer le parametre
de Malthus dans des cas plus complexes tels que celui de la loi de division proposé dans [3].

Outre le parametre de Malthus, I'étude du comportement en temps long a permis d’exhiber d’une part
dans le cadre stochastique, le nombre moyen de cellules par couches en régime stationnaire et d’autre part,
dans le cadre déterministe, la distribution stationnaire (structurée en age). En particulier, la preuve dans
le cas stochastique est basée sur le principe d’une inversion de transformée de Laplace en s’appuyant sur
la structure polynomiale rationnelle des éléments de la transformée de Laplace de la matrice des moyennes
(application de la théorie des pdles et résidus). Pour I'instant, les résidus n’ont été déterminés que pour
le parametre de Malthus, mais il serait envisageable de suivre le méme procédé et de calculer les résidus
pour lensemble des podles (qui sont les parametres de Malthus par couche). Ceci permettra d’obtenir
une expression analytique de la matrice des moyennes pour tout temps et par conséquent, apportera des
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informations sur le régime transitoire du processus.

Au cours du mois a venir, les principaux efforts seront concentrés sur la preuve concernant la variance
du comportement asymptotique pour le modele stochastique, la démonstration de la preuve d’entropie
dans le cas a plusieurs couches pour le cas déterministe ainsi que la recherche du profil transitoire. En
ce qui concerne la partie simulation, 'objectif est d’implémenter 'algorithme déterministe ainsi que les
résultats obtenus en régime stationnaire. Pour le versant stochastique, des pistes seront étudiées pour
I’amélioration de 1’algorithme dans le but d’accéder au comportement stationnaire du processus.

On peut a présent se demander comment ré-introduire de 'information dans le modele simplifié de

maniere a se rapprocher du modele initial. Dans un premier temps, il serait envisageable de considérer
a nouveau le caractere de frontiere mobile en introduisant une dépendance en temps dans le diameétre
de Povocyte (do(t)) mais sans tenir compte de l'effet des cellules de la granulosa sur 'ovocyte. Ceci
permettra de contourner la question qui est souvent apparue au moment des simulations du probléeme
simplifié concernant la valeur a choisir pour le diametre de 'ovocyte.
Une premiere amélioration directement envisageable est d’introduire un déplacement centrifuge-centripete
dans le modele du stage. Ensuite, la structure spatiale & une dimension pourra étre complexifiée en une
structure a deux dimensions. Pour cela, on peut envisager d’introduire des éléments de volumes par couche
de dimension fixée. En ré-indexant chacun de ces éléments de volumes par un entier (i.e. chaque élément
de volume se voit étiqueté par un nombre entier) et en s’appuyant sur la structure multi-type déja exis-
tante pour le modele du stage, on pourra appliquer la méme démarche que ce qui a été fait précédemment
pour d’abord obtenir le parametre de Malthus puis, étudier le comportement asymptotique.

Les outils étudiés et mis au point au cours de ce stage seront également exploités a plus long terme afin
d’étendre le modele a des stades ultérieurs du développement du follicule (pré-antral et antral). Il s’agira
de représenter I'apparition de Pantrum (cavité liquidienne interne) et la perte de symétrie sphérique du
follicule (régionalisation et spécialisation des cellules folliculaires en cellules murales et du cumulus, as-
sociées & un positionnement excentrique de lovocyte). La prise en compte de la période transitoire sera
utile pour la partie calibration des parametres car elle permettra de tenir compte plus facilement de la
croissance de 1’ovocyte.
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Chapitre 6

Annexe

6.1 Modele biologique

Soit « tel que

@ )
s \%4 .
sf;l ~ Yy VO = gr(dof2+ (I+1) x dg)® — gm(dof2+1 x dg)?
Alors,
Q)
Ss_ (d0/24q+(+1))* ~(do/2aq +1)°
SO0 Qo 2d+1) — (20 2dg + (-1 xda)?
s
Do,
o0 = s O, Colaaat () —(ofagti® . ,(0) (do/2dc + (I +1))* — (do/2dc + 1)
s S i=1 (do/2dg+i)3—(d0/2dg+(i—1))3 — S (d0/2dc ¥ 1)3 — (dO/QdG)3
Or, on sait que sg‘]) =1, ce qui permet de fixer la constante « :
1 (do/2dg + 1)% — (do/2dq)3

= 30 (@ofaig + (J + 1))P — (dofaig + J)°

On en déduit la formulation 1.10.

6.2 Stochastique

6.2.1 Equation de renouvellement
Preuve propriété (2.2.1)

Démonstration: Gréace a la définition du processus, on peut écrire I’événement "N (t) = k|N(0) = e;” (les
cellules au temps ¢ sont réparties sur ’ensemble des couches par la distribution donnée par le vecteur k)
peut s’écrire comme 'union des événements (noté A(()O)(t)) < la cellule initiale située sur la couche j ne
se divise pas au bout d’un temps ¢ et e; = k< et « la cellule sur la couche initiale j se divise au cours
d’un temps t< (noté Ago) (t)). La propriété de branchement nous permet ensuite de décomposer & nouveau
le second événement de la méme manieére en considérant respectivement les deux cellules filles sur leurs
couches respectives apres déplacement comme nouvelle condition initiale.

Or, la probabili.té de I’événement Aéo) est de; kPt > 0] = 5.ej,k€7f(; bi()dsq, 5o = e (1 = By j(t))
pour B; ;(t) = P[r1) < ] est la fonction de réparation de la loi 7).
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6.2 Stochastique

Dans le but de simplifier les notations, posons P; ;(t) = P[N(t) = j|N(0) = ¢]. D’autre part, la
probabilité du second événement peut s’écrire comme :

t ) .
P[AY (1) = / (P50 P2c, e (t = ) + DY) Pey ey oy e (t = y) + D% Pacy oy i (t — y)]dB; 5 (y)dy
0
Or, la propriété de branchement nous donne :
Poc; k(t —y) = S Pyt y)Pe s (t—y)]
ki1,k2/k1+ka=k

ainsi que

Pej+ej+1ak(t - y) = Z [P€j+1,k1 (t - y)PejJQ (t - y)]
k1,ko/k1+ko=k

On peut a présent passer a la fonction génératrice. En utilisant les notations (2.1), on trouve que :

FOls;t]:=E[s"PIN©0) =e;] = > s"PIN(t) = k|N(0) = ¢]

keNJ+1
= > fep-Bie)+ Y st / D5 Pacy i (t — ) + DY) Pe ey o b (t = 4) + P Pacy oy 1 (t — ))dB; 5 (y)dy
keNJ+1 keNJ+1 0
Or, d'une part, 3", cyss1 8* [ fO(Pe(t — 9)dB;;(W)dy = [) 3 jenssr 85 F9 (Pe(t — y))dB; ; (y)dy pour
|s| < 1.

Et, d’autre part :

k
Z s P2€j,k(t -y = ZkeNJJrl s Zkl,kZ/kl-‘—kQ:k[Pejvkl (t— y)PEJ',kz (t—y)]

keNJ+1
= Zkl eNJ+1 ZZI:O st Fej ky (t— y)skiklpﬁj,k—kl (t—y)
= (Zk1€N~7+1 M Pej,lﬂ (t - y))(ZkQGNJﬂ k2 Pej',k2 (t - y))
= [FV[s;t —y])?

En procédant de méme pour les autres termes, on trouve :

ST S Pt —y) = FOsit =y FO™[s51 —

kENJ+1

S Pay o w(t—y) = [FU st -y
keNJ+1

Ceci acheve la preuve. [ |

Preuve propriété (2.2.2)

Démonstration: Par définition,M; ,,(t) = %F“)[s; t]|s=1 . Posons la matrice B(t) est une matrice diago-
nale tel que [B]i(t) =1—e~ Jg bi(asa)da

0 .
5 PVt = 0um (1= Bra(®) + 52 (FOF (s, )]+ (1= Bu)(®) d’apres (2.2)
=0,m(1 = Bii(t)) + fot %f(l)[F(s,u)](l — B (t —u))du  par le th. de CV monotone

Or, en appliquant la regle de la chaine, on trouve
9 . l
5o 1P (D) = 250 Vs )52 F Vs ]
A FC D 550 F O s8] + FO[s; ] 52 FC s 1]

l
+2pS 5 P [5;4] 52 FU+D[s:4]
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6.2 Stochastique

[©)
En prenant s = 1 et en remarquant que FV(1,u) = E[IZ“’ 1=
Mign(t) = S1n(1 = Bra()) + Jo 2056 Mum () + P M4 1,m (1) + My ()] + 2060 Misrm (W) (1 = Bra(t — u))du

En reprenant les notations introduites en partie 1.3.3, on peut récrire ce systéme sous la forme :

My () = 61m (1= Bii(t)) + 259 My + 258 Mgy ]+ (1= Biy)(t)

On peut alors réécrire ce systeme sous une forme plus compacte :

M(t) = Id — B(t) + G = M(t)

ou
— M(t) = [M(t)]i,mefo,s est la matrice de moyenne.
— B(t) est une matrice diagonale tel que [B(¢)];; =1—e~ Jo bi(s)ds
— G est une matrice triangulaire supérieure tel que Gy (t) = 23?(1 = Bii(t), Grit(t) = 2521)(1 —
Bi,i(t)) et Gi,m(t) = 0 sinon.
Le produit de convolution matricielle est défini comme :

(G M(®)im = > _[Glik * [M]k.m (t)

Preuve propriété (2.2.3)

Démonstration : VZ(ZZ(t) = l(Jr)n(t) — M, 1(t)M;,m(t) ot Q(]) (t)= aslas FO[s;t]|s=1.

agisl F(j)[s;t] fo asms, fOIF(s,u)]dB;(t — u)du  par le th. de CV monotone
Or,
asis,fw[F(s’t)] - WG 2 FO[s; 1] 52 FO[5;8] + FO[s; 1] 52 FO[5; 1]}
+p<1]i %FUH)[S- )52 F(a)[s {] + FU+D[s, ] 52— szsm FO)[; 4]

+p [83, FU )[5 t] 52 ) F(J+1 [s;t] + F J)[S t]-2— Bs,s F<J+1)[S;t]]
+2pY) Tﬂp(aﬂ)[s;t]%puﬂ)[s;t] + O [551] 50 PO [s5))

Puis, en prenant s =1,

—— fOF(5,)]]s=1 = 295 ) { Mja () My () + Q) (1)}
AP (M 41,0 (8) My () + QU (8) + My.m ()M (t) + QD (8)]
+2p9 {M 10 () M1, (t >+Qﬁ“>< )}

asmsl

Posons la matrice Q(t) = [Q(%)]i,me[o,s] des moments d’ordre 1 de N(t). Alors, en utilisant la méme
définition du produit de convolution matricielle que dans la preuve (6.2.1), on trouve :

Q) = G+ Q(t) + f(M;4)(t)

[F (M )]t = 2050 My (8) My (£) + PV} [Mj 41,0 (8) M (£) + Mj1,m (£) M0 (£)] + 2p§{3)Mj+1,z<t>Mj+1,m<t>_
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6.2 Stochastique

6.2.2 Comportement en temps long
Preuve propriété (2.3.1)

Démonstration: La preuve suit essentiellement ce qui a été fait dans [11] (théoréme 3.2).

En utilisant le fait que ’on suppose que B;,;(0+) = 0, I’égalité suivante est vérifiée :

—+o0 —+oo
Br () ::/ e MdBy(t)dt = A/ e MBy(t)dt
0 0

En utilisant ce résultat et en appliquant une transformée de Laplace au systeme d’équation de renou-
vellement (2.3). On obtient alors :

Y(m) € 10,1, M) = $0um (1 = Bii(V) + 258 BI () M1 (V) + 25 B0 M1 (V)
Ré-ecris sous la forme d’un systéme, pour [H(\)];,; = QS(SI)le(AL [HN)]i,i41 = 2521)67,1()\), ainsi que
My (X) = (M7 (A), s M3 (X))

et
9 O) = 5 Grm (L= BLa(), s 8am(1 = B35 ()

,ona:
M, () = g™ (\) + HN) My, (A)
Le vecteur M, () existe donc si I — H(A) inversible et alors,
M;,(N) = (Id = H(X)"'g"™ (\)
Une formule explicite de M, () s’obtient en déterminant une formule analytique de l'inverse de I —

H()). Posons A()\) = det(Id— H())) ainsi que A(\) = com(Id— H()\))!, la matrice adjointe de Id — H(\)
tel que :

(Id—HMN) ™" = 75740

Gréace a la structure simple de la matrice H, on obtient :

. k * . .
H;:O,k;éi(l —kzs(s )Bk,k()‘))v ‘ . . i=j
aig =TTz = 2587 B, (V) x TR 2597 Bi (V) x [Tz, 41 (1= 2587 Bik(V), 5> i+1
0, sinon

Remarque : le terme (—1)**7 venant de I'inversion de la matrice se compense avec le terme (—1)*~771+1
provenant du produit de termes de la sur-diagonale de H.

Ainsi,
M;;(N) = mai,j@)(l = Bj;(N)

ou

(1—25¢8;,;(N) (6.1)

u":];

Pour pouvoir ”inverser” la transformée de Laplace, on applique la théorie des pdles et des résidus. Ce
faisant, on obtiendra le comportement & la limite de la matrice des valeurs moyennes (et non la valeur &
un temps donné).

[11] indique la démarche & suivre en faisant remarquer que le comportement limite est intrinsequement 1ié
a Dexistence d’une unique racine maximale du déterminant A(X). En particulier, il a été démontré dans
que si ce déterminant admettait une unique racine maximale « alors :

Miﬁj(t) = Ci’jeat + O(e’yt)

tel que v < a et
aij(a)(1 = Bj,;(a))

g = al’(a)
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6.3 Deterministe

Dans les grandes lignes, la preuve de ce théoreme ([11], théoréme 3.2) consiste & intégrer M;"; sur une
courbe fermée (un rectangle [—T,T] X [z1,z2] ot 1 > et x2 = v < a pour A € C tel que R(A\) > )
puis & passer & la limite (7" — 4o00) en utilisant le lemme de Riemann-Lebesgue.

Assurons-nous de l'existence et I'unicité d’une racine maximale o de A.

De (6.1) , on déduit que « existe et est unique si 'ensemble M ci-dessous admet un unique élément
maximal.

M= {0, B (Aj) = 1258}

Remarque : On aurait pu également chercher & déterminer la valeur de la constante c;,; en fonction
des vecteurs propres unitaires p et 7 ol 1 est le vecteur propre gauche (n = nH(«a)) et pu vecteur propre
droit (u = H(a)p ) associée & la valeur propre 1 de la matrice H. En effet, comme A()\) est 'adjoint de
Id— H(\),on a:

(Id— H(X\)B(\) = A(\)Id
B\)(Id—H(\) = A\)Id

En prenant A = «,

Comme la dimension du sous-espace propre associé & Ker(Id — H(a)) est 1, on en déduit que toutes les
lignes de B(a) sont proportionnelles & p et toutes les colonnes a 7, i.e. B(a) = cun. ]

6.3 Deterministe

6.3.1 Ecriture du modéle
Le principe de conservation de masse sur la couche i € [0, J] donne
VteRy, YaeR,, VseRy pWa+s,t+s]=pPa,t]
En différentiant par rapport a s, on trouve :
AapP(a+s,t+5)+0pD(a+s,t+s)=0
Puis, pour s = 0, on obtient ’équation de conservation de la masse
ap'(a,t) + 0p® (a,t) = 0

Cependant, il est évident que la variation de masse des cellules de la granulosa n’est pas constante sur
les couches puisque chaque couche est soumise a des événements de naissance et migration.

En ce qui nous concerne, la perte correspond exactement & une quantité b;(a)p(?(a) au cours d'un
intervalle de temps s. Ceci conduit a pauser :

p(z) [a +s,t+ 5} - p(l) [CL, t] = *bi(a)p(i)(a)s

Comme précédemment, en différentiant par rapport & s (application de la régle de la chaine) puis en
prenant s = 0, on trouve :

Bap'[a, 1] + 0,pPa, t] = —b;(a)p' (a)
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6.3.2 Eléments propres
Preuve du théoréme (3.2.1)

Démonstration: Soit p solution de (3.1) muni des conditions (3.2) et (3.3). En posant l'opérateur £ =
—0, — B(a) ou B(a) est une matrice diagonale telle que [B(a)l;,; = bi(a), on obtient le systéme (3.5)
attendu.

On s’intéresse & présent au probléme dual et & la recherche de 'opérateur dual L.
Soit ¢ = (¢)icqo,07 € (Ce(R4))7*, V¢ € Ry, on a:

< Lp(.,t), ¢ >= S o [ {=0apP (a,t) — bi(a)p™ (a, ) }¢' (a)da
= =YL (@) ( +°°+f*°° “)( )aqs N(a)da — [ bi(a)p (a, )¢ (a)da}
= S ofp(0,0)6(0) + [7°° 000 (a)p (a, t)da — [, bi(a)p' (a, )¢ (a)da} car ¢ € (Ce(Ry))”™

En utilisant la condition aux bords (3.3), il vient :

< Lp(,t), ¢ >= / { Z Jiwp™ (@, )™ (0) + (96" (@) — bi(a)$"” (a))p'” (a, 1) }da]

=070 i1

o J i ) )
/ Z{ Z [P(a)]iykp(k) (a7 t)qﬁ(i) (O) + (aa¢(i) (a) —b; (a)gzﬁ(’) (a))p(z) (a, t)}da inversion somme-intégrale
0

i=0 k=i—1

o J k+1
/O SO 1P@)ikp™ (0,607 (0) + (9a6™ (a) — bi(a)p™ (a))p™ (a,t)}da  inversion des sommes

J oo kil .
= Z/O O 1P(@) k0™ (a, ) (0) + (926" (a) — b (a)p™ (a))p™ (a, 1) }da

7 poo Kt

= > [ AQCIP(@) 15 (0) + 0a6™ () = br(a)¢™ (a))p™ (a, 1) }da

k=00 —r

= < p(.,t), (P(a)tdo + 0a — B(a))d >

olt P(a)" est la transposée de la matrice P(a).
En posant £’ = P(a)"do + 0. — B(a), on retrouve le probleme dual (3.6) énoncé. ||

Preuve du lemme (3.2.1)

Démonstration: Soit (A, 5(0)) vérifiant (3.9).

Existence du parameétre malthusien \ et de p(0)

Le systéme vérifié par (3.9) est triangulaire inférieur, si bien que grace & la condition [C2] (Z;}:o f0+°° PV (a)da =
1), on est assuré qu'il existe une couche j € [0, J] tel que 4 (0) # 0. On suppose pour le moment

que Vk < 7, p*(0) = 0. Par conséquent,

PO (0) =25 [7%b;(a)p (0)e oI5 bW dq (6.2)

20 b (a)e e So b (Wi gy — 1/5.6) (6.3)

= 0

Posons B ; : A\j — f0+°° bj(a)e 250~ bi(Wdu gy A est une fonction décroissante tel que :

lim Bi(A;) =0, Bi(0)=1—¢ Jo ~bi(mdu

)\ — o0

Finalement, on montre que (6.3) admet une unique solution & condition que

—+oo 28<]>
bi(u)du > In(——=2—
/0 i) (QSg) )

-1
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ainsi que
59 > 1/
On obtient donc le critére (3.10) est une condition suffisante (mais non nécessaire) pour que o (0) #

0 et donc, pour assurer l’existence du couple (\;, p(0)).

Unicité de A et 5(0)
De la forme du systéme (3.9), on déduit une relation de récurrence pour les éléments du vecteur
H(0).
VE,  pM(0) = 25V B; 1 (WP (0) + 258 By 1w (0)p™*) (0) (6.4)
En supposant que le critere (3.10) est vérifié pour un j donné, on trouve que son \; associé vérifie :
Bj(Aj) = /2§

L’unicité du parametre malthusien est obtenu avec une condition plus générale que le critere cité
plus haut puisque ’ensemble M défini ci-dessous doit nécessairement admettre un unique élément
maximal, noté A (ceci requiert ’hypothese [H1]).

= {)‘J7B] ]( i) = 1/23(J)}

Supposons que [H1] soit vérifiée. Soit C' I'indice de la couche associé au parameétre malthusien \.
Montrons que si k < C, alors p*)(0) = 0. En raisonnant par absurde, supposons qu’il existe k < C
tel que p*)(0) # 0 (et soit le premier indice vérifiant cette assertion). De (6.4), on trouve que :

y0)£0 o 1=2s8; (N
Or, ceci est impossible puisque A vérifie uniquement B¢ o(A) = 1/2s{7). Le vecteur 5(0) vérifie donc :
k>0, 0 (0) = 251 VB (A (0) + 2587 B ()™ (0)
Vk < C 7 0)=0

olt Bi 1 (A) =[5 b_1(a)e om0 br(wdugg
On obtient finalement :

(k—1)
> 57 (0) = [1* 20 Brua( )
Vk>C, p7(0) =Ili—cha T o P (0)

Vk < C 2 (0) =0

Le vecteur $(0) est unique & une constante multiplicative pres fixée par la condition [C2] :

i (k 1)
2s B (N /+°° _ra )
A(C) k,k—1 o= o i (w)du g
Z H o

k) 12+
i=C k=C+1 2355‘)Bk,k(/\)

Preuve du théoréme 3.2.1

Démonstration : L’existence et 'unicité du parametre malthusien A ainsi que du vecteur primal p découle
directement du Lemme (3.2.1). L’existence et 'unicité du vecteur dual ¢ se déduisent de celle du vecteur
primal. En effet, s étant solution du probléme stationnaire (3.7) et en utilisant la relation (3.6) reliant
probléme primal-dual, on en déduit :

< Lp,p >=< Ap, ¢ >
= <pLod>=A<p, >
= L=

On en déduit le probléme dual associé :
Vi€ [0,J], 9ad™(a) = = SiLP(0)'1ix0" (0) + (A + bi(a)) @' (a) (6.5)

L’idée est d’utiliser 'unicité de la solution du probleme primal pour en déduire 'unicité de la solution du
probleme dual. Pour cela, on essaye de déterminer ¢><’)(a)ﬁ<l)(a). Or, on sait que :

0alp'(a)9' (a)] = Dalp'(a)]' (a) + p'(a) a9 (a)]
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Sachant que p’(a) vérifie :
Vie [0,J], 9up'(a) = —(A+ bi(a))(a)

On trouve que ¢’ est solution de (6.5) si et seulement si

vie[0,J], 0alp*(a)d'(a)] = — i [P(a)']ikd" (0)7 (a)
Puis, en intégrant, sachant que p*(0) = O+°° S [P(a)]ikp(a)da

p'(a)¢' (a) = p'( — Jo XREiP(9) i k0™ (005 (s)ds
=900 f+°° wilP )]i,kp ds—fo WP () ik0" (007 (s)ds
En sommant sur toutes les couches, on trouve :

J
ST’ (a) =367 (0) [T S P()ikp (s)ds — Sy [y SN P(5) i k0t (0)4' (s)ds

1=0
=708 (0) ;T SR P ()] ki (s)ds — i i SSEEHP()]k.16"(0)5' (s)ds
= [ S 61 (0)[P(s)]i k' (s)ds

En posant la condition

i [0,J], [y Sy p (a)6 (a)da = 1 (6.6)

6.3.3 Comportement en temps long
Preuve de la propriété (3.3.1)

Démonstration: Comme

@ A(0) e Mpi(a,t), e
8a[r‘ (a> t)] 8 ( ) X [ ﬁ(z) (CL)2 ] + ﬁ(z) (CL) 8ll[p (a7t)}
e A by
i —At z(a t) i e~ t
O 0, 0)) = —Al=— 5 5] + Oup(a,) X s
On a:

_ _ _ Ml Myl
aﬂwwmm+@wmw¢n:—mﬁ%wx[ﬁgégﬁ—x[ﬁgéfﬁ+¢%)

On sait que p(a,t) est solution de I’équation de renouvellement (3.1). Par conséquent, on a :

[0a [0 (a, )]+ 0ep" (a, t)]

~(d) ef)\tpi(a’ t) 67>\t

0u[0 (e, )] + T (0,1)] = ~92p (0) x [ 52 = () +2) (a,t)

"

efktp(i) (a7 t)
P (ay?

Le principe de conservation sera valide a condition que :

P! (a, t)e

&ZFW a,t —I—BF(i) a,t :—aa*i) a) X —
(a,t) + 01" (a, t) p(a) x | 7(a)

] = (A +bi(a))

NG e~ At () a, ® a e M
005" (@) X [ ] — (A + bi(a)) S = 0

= —0apV(a) = (A +bi(a))p (a) = 0

Or, ceci est toujours vérifié puisque p¢ solution du probléme primal. On obtient donc bien la loi de conser-
vation (3.13).
|
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Preuve du théoreme (3.3.1)

Démonstration : En utilisant la loi de conservation pour I'¥ (a,t) (propriété (3.3.1) ) ainsi que la régle de
la chaine a la fonction H supposée dérivable, on obtient :

OWHT D (a,t)] + 0.HT D (a, )] = [H) (TP (a,t)) x 8T D (a,t) + [H]' TP (a,t)) x 0T (a, t)
= [H] (T (a, ){8:TD (a,t) + 8.V (a,t)}
- 0

La mesure ¢ (a)p” (a)da est une mesure positive (d’aprés la preuve du théoréme 3.2.1). Ainsi, par
application du théoréme de convergence monotone, on obtient :

7DH,e_’\”p(a,t)(t) = Z;] 0 000 BH[ (a‘ t)]¢< ( ) (a)da
=— >, f0°° 2 {9 (a,t)] x ¢V (a)p? (a)da d’apres la loi de conservation (3.14)

Par intégration par partie, on trouve :

J

“Diperipan(t) = =D [HIT(a,0)]¢" (a)p"” +Z/ HII'(a,1)](8a¢" (a) x 5 (a) + ¢! (a) x

i=0
Or, par hypothese, lim 37 5 (a)p™ (a)H[T'"(a,t)] = 0 et, on a (preuve du théoréme (3.2.1)) :
a—r o0

i+1

0u9" @) x 0(a) + ¢ (@) x 0V @) = =D _IP(@']and (007 (@)

D’oil,

Dperipan() = g HID (0,167 (067 (0) = 7 [i7™ HIN (a, )] 31 [P(a)']6.k0™ (0051 (a)da

500 D OHTD (0,0] = 7 S5 HI'® (@, 0][P(@)s s o da} o

Preuve du théoréme (3.3.2)

Démonstration : Considérons tout d’abord la fonction d’entropie (3.11) pour v(a,t) = p(a,t)e”>* et pour
H(z) = |z|. Alors, d’apres ce qui précede,

i (i i 00 i %) (a
_DH,e*Atp(a,t) (t) = Z;-]:o ¢( )(O)P( )(0){|F( )(O, t)| - o+ Zk:i—l |F(k)(a> t)HP( )]z kp( )<(0>da}

= 0
puisque I'® (q, t) = % > 0. On en déduit I'existence d’une constante m tel que :
Tt . , R . .
=3 [ 10 @ @da =Y [ 190,05 @ (@)da (6.7)
i=0 70 i=0 V0

Prenons & présent la fonction d’entropie (3.11) pour le méme v et pour H(z) = |x — /| et montrons
en premier lieu que I'entropie est décroissante.

i NG i ~ o0 i 5 2" (a
D eripian(t) = 3o 6000V OTD0,8) — | — [ 55y IT® (0, t) — | [P(a)]x Gy da

#(9)(0)

D’une part, la condition aux bords (3.3) nous permet de nous assurer que

0= [ 3 Pl

k=i—1

Et d’autre part, on remarque que :

) Lo 0, .
¢ )(0, t) = At pp(l((o p(z) Z / F(k)(a t)p(k)( Yda
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6.3 Deterministe

Par conséquent, on déduit :

i ~ +00 i 5(F) (a - oo i 2R (q
ID0,0) =ml = | 57 Xheimy T (@, )P(@)]in By da — 1 [ 305,y [P(a)]ik By da
»*)(a
= Lo Chi 1 MP (a, 1) — ) [P(a)]i, 2 <>éo)da|
oo i ~ (k) a
0+ |Zk:i—1(r(k)(a7 t) —m)[P(a)]ix p( >§0)) |da

[o'e] [3 ~ (k) a
< fo+ Zk:i—l |(F(k)(a,t) —m)[P(a)]ik p(">(<0)) |da

IN

(k) (q o
Or, Vi, k, p(l)((o)) > 0. On montrer ainsi que :

_DH,e*Atp(a,t) (t) <0

L’entropie est donc décroissante. Il est évident qu’elle est positive. Par conséquent, on est assuré qu’elle
converge vers une limite ¢ > 0 lorsque ¢ — +o00. Pour déterminer cette limite c, il est nécessaire d’affiner
I’inégalité ci-dessus.

Dans le cas & une couche (pour J = 0), la preuve est aisée. Soit p un parametre réel. De (6.7), on
trouve que :

w [T (a,6)5 (a) ) (a)da = pin = pin [,7° 5O (a)¢© (a)da
= p (0O (a,t) — m)p (a) ¢ (a)da = 0

On trouve alors que :

oV OO0 —ml = | [ 2bo(@)e (0)(C (1) ) Sy (5 dal
= 1" (@bo(a) — 6 (0)) (e p(a. 1) — 72p” (a)dal

Finalement, on trouve

7 ~ oo (0) a
D ertpan () = 60OV (0,) — | — [ 2b0(a) [TV (a, 8) — 17| Sy da}
< 1 [ 6O (@)e pla, t) — mp® (a)]da

On conclut en appliquant le lemme de Gronwall.
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