Sujet de Stage Master 2 - 2016
Co-encadrement Frédérique Clément', Romain Yvinec?
1 Equipe-projet Mycenae, Centre Inria de Paris

2 Equipe BIOS - PRC INRA Tours

Nous nous intéresserons a un modele linéaire de dynamique de population, structurée en age et
en une dimension d’espace. Ce modele peut se traduire soit comme un modele individu-centré
stochastique, et prend alors la forme d’un processus de branchement (de type Bellman-Harris,
voir [4]), ou comme un modele déterministe, et il s’écrit alors avec une équation aux dérivées
partielles (de type McKendrick-VonFoerster, voir [7]).

L’objectif de ce stage est d’étudier le comportement en temps long de ces deux formulations.
En particulier, en utilisant des techniques de problemes aux martingales et des techniques
d’entropie relative (probléeme aux valeurs propres), nous chercherons & caractériser le temps de
doublement de la population (ou taux de croissance) en fonction des parametres du modele.
Nous nous inspirerons de résultats récents en dynamique des populations [6, 5, 1].

Le modele stochastique peut s’écrire comme une équation différentielle stochastique dirigée par
une mesure de Poisson @,
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ou I, € [1, N] représente la position spatiale, Ay > 0 représente 1’dge de la cellule k, et ol
b.(-) > 0 est le taux individuel de division, et 0 < p.(-) < 1 la probabilité de déplacement & la
division.

Ainsi, dans ce modele, chaque cellule se divise
suivant un taux b;(a) qui dépend de son age a
et de sa position spatiale ¢ (uni-dimensionnelle).
Lors d’une division d’une cellule a la position 4
et d’age a, les deux cellules filles se déplacent a
la position suivante (i — ¢ + 1) avec probabilité
pi(a) ou restent au méme endroit avec probabilité
(1 — pi(a)). On s’intéresse alors & 1’évolution au
cours du temps du nombre de cellules et de leur
répartition spatiale. En particulier, si les taux de
division dépendent de maniere non triviale de la
position spatiale 7, le temps de doublement de la |
population n’est pas facile a calculer. Ce modele N
est inspiré d’un modele de croissance des folli-
cules ovariens [2], dans lequel des cellules situées
en couches périphériques a I'ovocyte sont en pro- 3y
lifération (et en interaction avec la croissance de AR
Povocyte). Si le temps le permet, on pourra cher- / 1
cher a complexifier progressivement les modeles ., 'si_ =t froomi ’,L/
(1) ou (2) pour se rapprocher du modele initial. ST e e s S
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FIGURE 1 — Structure spatiale du mo-
1 dele individu-centré [2]



La version déterministe du modele (1) est (avec p; = p;(¢,a) la densité de population —au sens
déterministe—, structurée en age a > 0 et en couche i € [1, NJ) :

dpi | Opi
ot da _bi(ocol)pi(ta Cl) ’ - (2)
pi(t,a=0) = 2/0 bi(a)(1 —p;i(a))pi(t,a)da + 2/0 bi—1(a)pi-1(a)pi-1(t,a)da.

Les résultats attendus pour le modele (2) sont I'existence d’éléments propres (voir [7, 3]) p, @,
et A > 0 tels que, dans une norme appropriée, et pour les bonnes hypotheéses sur les taux de
coefficients b et p,
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Ce type de résultat peut alors s’étendre a I’étude du modele stochastique (1) en remarquant les

liens entre les deux équations (1) et (2) (voir [1]). En particulier, les éléments propres donnent

une structure de martingale a des quantités convenablement renormalisées, comme
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On peut également obtenir des résultats de type principe du maximum, e.g. I'existence de
constantes C~ et C'T telles que
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Une fois lexistence et 1'unicité de ces éléments propres obtenues, et en nous basant sur la
caractérisation des solutions des équations (1) et (2) a l’aide de ces éléments propres, nous
nous attacherons & une étude analytique (dans certains cas) et numérique (dans des cas plus
difficiles) de la dépendance de ces éléments propres en fonction des parametres biologiques du
modele.
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