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1 Introduction
Ce stage de Master 2, réalisé dans les locaux de l’Inria-Saclay Île-de-France et ponctué de

missions au centre INRAE Val de Loire, est encadré scientifiquement par Frédérique Clément,
directrice de recherche à l’Inria, ainsi que par Romain Yvinec, chargé de recherche à l’INRAE.
Nicolas Seguin, professeur des universités à l’université de Rennes 1, est le référent universitaire.

L’Inria est l’Institut National de Recherche en Informatique et Automatique. Il comporte plus
de 200 équipes-projets, pour la plupart communes avec des partenaires, et 10 grands centres
de recherche. L’INRAE est l’institut national de recherche pour l’agriculture, l’alimentation et
l’environnement. Il comporte plus de 10 000 agents répartis en 18 centres de recherche.

Le stage entre dans le cadre d’une collaboration entre l’équipe-projet MUSCA (Dynamiques de
populations multi-échelles pour des systèmes physiologiques) commune Inria, INRAE, CNRS, et
le LPGP (Laboratoire de Physiologie et Génétique des Poissons) du centre INRAE de Rennes,
autour du projet ANR DynaMO coordonné par Violette Thermes, chargée de recherche au
LPGP. Ce projet a pour but d’associer l’analyse descriptive, l’analyse fonctionnelle et la modé-
lisation pour comprendre la dynamique et la régulation de l’ovogenèse et de la fécondité chez
le médaka.
Ce stage a aussi un intérêt dans le cadre du projet GinFiz (Gonadal aromatase inhibition and
other toxicity pathways leading to Fecundity Inhibition in Zebrafish : from initiating events to
population impacts) financé par l’ANSES, et qui vise à développer et tester de nouvelles mé-
thodes pour caractériser les effets non-intentionnels des produits phytopharmaceutiques sur les
populations de poissons (zebrafish notamment), en particulier les impacts résultant d’atteintes
du système endocrinien des individus.

Les poissons modèles (e.g. zebrafish, médaka) sont très utilisés pour étudier les conséquences
sur la fonction de reproduction de perturbations environnementales, telles que le changement
climatique ou l’exposition à des polluants, que ce soit à l’échelle de l’individu ou de la population
(éco-physiologie et/ou éco-toxicologie). Le processus de maturation des gamètes femelles (ovo-
cytes) est en effet particulièrement sensible aux facteurs environnementaux internes (e.g. statut
métabolique) ou externes (température, salinité, perturbateurs endocriniens). Par ailleurs, ce
processus est un paramètre central pour les performances de reproduction (reproductive fitness).
Cependant, les indicateurs utilisés sont assez rudimentaires, et ne tiennent souvent compte que
du résultat final du processus de gamétogenèse, comme les performances de ponte.
L’objectif est donc de développer un modèle de l’ovogenèse de poisson prenant en compte les
étapes-clés de contrôle physiologique et environnemental, et permettant de représenter toute
la dynamique ovocytaire depuis les phases les plus précoces, et non uniquement la taille et la
fréquence des pontes.
Dans ce cadre, le stage est dédié à la formulation et à l’étude d’un modèle au formalisme EDP
(Équations aux Dérivées Partielles) de dynamique des populations ovocytaires chez les poissons
modèles (médaka ou zebrafish). On s’appuiera sur les connaissances biologiques relatives aux
mécanismes de l’ovogenèse chez les poissons, et sur les données expérimentales obtenues dans
le cadre du projet ANR DynaMO.
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2 Notions biologiques autour de l’ovogenèse
Dans cette section, nous allons présenter succinctement les mécanismes et dynamiques de

l’ovogenèse chez les poissons.
Commençons avec quelques définitions : chez les animaux, l’ovogenèse est le processus biologique
qui aboutit à la formation d’une cellule reproductrice femelle mature, l’ovule (i.e. l’oeuf chez le
poisson). La cellule reproductrice en cours de maturation se nomme ovocyte. Après une phase
extra-folliculaire, au sein de nid germinatif (“cradle”), l’ovocyte (cellule germinale) se développe
dans une structure plus ou moins importante que l’on appelle follicule. Tout ce processus de
maturation se déroule dans l’ovaire, organe reproducteur femelle.
Notons que l’on pourra consulter [21] pour une description assez complète de l’ovogenèse chez
les poissons (téléostéens).

2.1 Classification histologique des ovocytes

La façon assez classique de décrire l’ovogenèse chez les poissons est de se baser sur une
classification histologique des ovocytes et de décrire ensuite les processus de maturation qui
ont lieu lorsque les ovocytes passent d’une classe à une autre (voir figure 1). Notons que cette
classification se construit souvent autour de la vitellogenèse, phénomène d’incorporation par
l’ovocyte de protéines de vitellogénine produitent par le foie ainsi que d’autres molécules telles
que des lipides et des vitamines (voir [21] pour plus de détails).
Certains poissons dits “modèles”, tels que le zebrafish ou le médaka, sont utilisés pour étudier

Figure 1 : Description schématique des étapes de croissance de l’ovocyte chez les poissons
téléostéens, et étapes de division cellulaire correspondantes. Schéma issu de [21]

les mécanismes de l’ovogenèse. Ces espèces de poissons sont choisies car elles sont faciles à élever
en laboratoire, et leurs pontes sont fréquentes et contrôlables. La description des ovocytes de ces
espèces en différentes "classes", basée sur des critères histologiques, est donc bien documentée
depuis longtemps (on peut citer Iwamatsu en 1988 pour le médaka [15] et Selman en 1993 pour
le zebrafish [27]).

Nous allons décrire très rapidement les différentes classes d’ovocytes chez le médaka en re-
prenant l’article [15]. Cet article divise l’ovogenèse du médaka en 5 grandes étapes distinctes
(Pré-vitéllogenèse précoce, Pré-vitéllogenèse tardive, Vitellogenèse précoce, Vitellogenèse tar-
dive et Postvitellogenèse), que l’on peut raffiner en 10 étapes de croissance (voir figure 2 et 3).
Les ovocytes sont recrutés lors de la première étape et mesurent alors près de 20 microns. À la
fin de l’ovogenèse (juste avant la ponte), ils mesurent près de 1200 microns (voir figure 3).
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Figure 2 : Illustration des ovocytes en croissance à différents stades de l’ovogenèse chez le
médaka, figure issue de [15]

Figure 3 : Description des différents stades de l’ovogenèse chez le médaka, figure issue de [15]

Ces classifications sont purement descriptives, elles ne contiennent ni informations fonction-
nelles, ni informations dynamiques (comme le temps de transit entre stades). Dans la section
suivante, nous allons donc essayer de présenter quelques principes concernant la dynamique de
l’ovogenèse chez les poissons, et en particulier chez le médaka et le zebrafish.
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2.2 Dynamique de l’ovogenèse

Chez les poissons, trois principaux modèles de développement ovocytaire ont été identifiés
[24]. Les ovaires synchrones, groupe-synchrones et asynchrones. Ces différences s’expliquent par
des dynamiques de recrutement et de croissance complètement distinctes.
Dans le premier groupe se trouvent les poissons à ponte unique chez qui l’ovaire ne contient que
deux stades ovocytaires avant la ponte : des ovocytes très peu matures et des ovocytes proches
de la maturité (voir figure 4).
Le second groupe est caractérisé par la présence de trois modes dans l’histogramme de répar-
tition des tailles ovocytaires : une classe d’ovocytes de faible maturité, une classe d’ovocytes
de maturité plus avancée mais qui ne participent pas à la ponte de l’année et enfin une classe
d’ovocytes en fin de maturation et qui seront pondus prochainement (voir figure 4). Ce groupe
est intermédiaire entre les deux autres.
Le troisième groupe comprend les poissons à pontes multiples et se caractérise par la présence
simultanée de tous les stades ovocytaires sans prédominance d’une classe particulière, excepté la
classe des ovocytes de réserve constituée par les ovocytes protoplasmiques (stade I) qui peuvent
être très abondamment représentés (voir figure 5). Les poissons modèles tels que le médaka
et le zebrafish appartiennent à ce groupe. Notons que les mammifères aussi sont à ovogenèse
asynchrone.
On ne dispose pas de beaucoup d’informations sur les dynamiques de l’ovogenèse (à l’échelle de

Figure 4 : À gauche, structure ovarienne d’un poisson à ovogenèse synchrone avant ponte.
À droite, structure ovarienne d’un poisson à ovogenèse groupe-synchrone avant ponte. Figures
issues de [24]

la vie d’un individu ou même à l’échelle d’une ponte). C’est en cela que les données du LPGP
vont être intéressantes.
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Figure 5 : Structure ovarienne d’un poisson à ovogenèse asynchrone à différents mois de
l’année, figure issue de [24].

2.3 Contrôle hormonal

Lexique et abréviations :
Hormone : Molécule messagère produite par des cellules endocrines, circulant dans le sang
(souvent) et agissant à distance sur des cellules cibles
Gonadotropines hypophysaires : Hormones sécrétées par l’hypophyse et agissant sur les gonades
FSH : Hormone folliculo-stimulante
LH : Hormone lutéinisante
FSHR/LHR : récepteurs aux hormones FSH/LH
AMH : Hormone anti-müllérienne, sécrétée par les cellules somatiques folliculaires
Œstrogènes : Groupe d’hormones sexuelles stéroïdes (comprenant en particulier l’œstradiol)
Aromatase : Enzyme responsable de la biosynthèse des œstrogènes

Tout le processus de l’ovogenèse, du recrutement des ovogonies à la ponte, est sous contrôle
hormonal, et les perturbations externes (présences de perturbateurs endocriniens notamment)
peuvent grandement influencer ce processus. Nous allons présenter ici succinctement les prin-
cipales régulations s’exerçant sur les différents stades de l’ovogenèse de médaka.

1. Phase pré-folliculaire
L’œstradiol, contrôlé par le FSHR, a un effet permissif sur la progression dans la lignée
germinale (cellules PGC, GSC du germinal cradle sur la figure 6). En effet, les conditions
de non-expression de l’aromatase (inactivation de FSHR [22], invalidation de l’aromatase
[23] ou inhibiteurs de l’aromatase) bloquent non seulement la folliculogenèse au stade
immature (prévitellogenèse), mais elles affectent aussi la lignée germinale [31].
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Figure 6 : Schéma de Violette Thermes sur les différentes étapes de l’ovogenèse chez le médaka.
Les numéros des stades de maturité sont issus de la classification de Iwamatsu.

2. Recrutement
La sortie du cradle (correspondant approximativement au passage du stade II au stade
III sur la figure 6) est régulée (dans le sens d’un ralentissement) par l’AMH (voir [32]
pour invalidation AMH chez le zebrafish). Toujours par analogie avec le zebrafish (voir
[25]), on peut aussi supposer que les follicules producteurs d’AMH sont principalements
au stade prévitellogénique (stades III et IV sur la figure 6).

3. Phase de vitellogenèse
L’entrée en vitellogenèse (transition stade IV-V sur la figure 6) est sous le contrôle de la
signalisation FSHR (elle n’est donc pas observée avant la puberté, et est bloquée en cas
d’invalidation de ce récepteur ou de double invalidation FSH et LH, [31, 33]). La signali-
sation via FSHR stimule l’expression de l’aromatase, et donc la production d’œstradiol,
qui à son tour stimule la production de vitellogénine par le foie. Les follicules les plus
œstrogéniques sont aux stades VI-VII (stades vitellogéniques).

4. La maturation finale (stades IX-X sur la figure 6) est induite par le shift de stéroïdoge-
nèse entre la production d’œstradiol, et celle d’un progestagène (17α,20β-DHP), sous le
contrôle de LH [17, 28, 34].

Ces régulations sont donc médiées, soit directement (cas de l’action de l’AMH), soit indirec-
tement (cas de l’action de l’œstradiol) par les follicules eux-mêmes. D’un point de vue de
dynamique des populations, nous pourrons donc les prendre en compte en introduisant des
interactions entre les follicules.
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3 Données expérimentales du LPGP
Dans cette section, on présentera les données dont on dispose et qui sont issues des expéri-

mentations du LPGP dans le cadre de l’ANR DynaMO. Ces données vont nous permettre de
récolter des informations sur la dynamique de l’ovogenèse à l’échelle d’un cycle de ponte chez
le médaka, et dans un second temps elles seront un moyen de valider notre modèle.

3.1 Protocole expérimental

L’expérience a pour but d’étudier la distribution en taille des ovocytes dans les ovaires de
femelles médaka à différents instants de leur cycle de ponte.
Les prélèvements d’ovaires sont effectués sur des femelles ayant démarré leur cycle reproducteur
(d’âge adulte), à 6 points de temps précis T0, T1, T2, T3, T4, T5 comme indiqué sur la
figure 7. Notons que chaque prélèvement est invasif, donc on a un unique prélèvement par
individu. Le caractère journalier et la régularité de l’heure de la ponte est obtenue grâce à un
conditionnement particulier des médakas (expositions à la lumière et alimentation bien choisies).
Ceci donne lieu à une ponte journalière quasi systématique de 15 à 30 œufs à 9h chaque matin.
Pour pouvoir être exploités, les ovaires prélevés sont transparisés et marqués au Vert de méthyle.

Figure 7 : Schéma issu de [13] représentant les points de temps de prélèvements

Ils sont ensuite analysés au microscope photonique. Enfin, après dé-bruitage des images, on
pratique une segmentation à partir de la méthode de deep learning Cellpose couplée à un
logiciel d’analyse d’image pour identifier les ovocytes et mesurer leur diamètre (voir figure 8).
Toute cette procédure d’analyse d’image est détaillée dans [18].
Finalement, on dispose d’un total de 31 échantillons (ovaires), dont 6 à chaque temps T0, T1,

Figure 8 : Figure issue de [18]. Panel de gauche (A) : vues ventrale et dorsale d’une recons-
truction 3D d’un ovaire entier avec des follicules segmentés (couleurs relatives à la classe de
taille). Panel de droite (B), coupe d’un ovaire dans le plan XY à différentes profondeurs Z,
avant segmentation (en haut) et après (en bas).
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T2, 5 à chaque temps T3 et 4 à chaque temps T4 et T5. Pour chaque échantillon, les ovocytes
de taille (i.e. de diamètre) supérieure à 44.8 µm sont tous identifiés et on peut supposer que
leur taille est connue assez précisément.

3.2 Visualisation et régularisation

Pour chaque échantillon, on a plus de 1000 ovocytes dont les tailles sont à peu près comprises
entre 40 et 1400 µm (notons que la borne inférieure est imposée par les techniques d’analyse
d’images alors que la borne supérieure est naturelle). De plus, la croissance en taille des ovocytes
est un phénomène continu. Il paraît donc naturel de considérer les distributions des tailles des
ovocytes sous forme continue.
On cherche dans un premier à quantifier la distribution en taille des ovocytes, par des approches
de statistiques descriptive.
En d’autres termes, si on considère X la variable aléatoire “diamètre des ovocytes (en µm)” à
valeurs dans [44.8, 1400] et ρ sa densité, on cherche une estimation ρ̂ de cette densité qui soit
suffisament régulière en tant que fonction du diamètre (i.e., continue, dérivable...). La méthode
d’estimation de densité non paramétrique la plus connue est l’histogramme, mais elle donne
une estimation constante par morceaux et donc non continue. Pour avoir ce caractère régulier,
on va donc utiliser une méthode d’estimation à noyau (KDE pour kernel density estimate).

3.2.1 Méthode KDE

Pour rentrer beaucoup plus dans les détails, on pourra voir par exemple [8].
Soit X une variable aléatoire à valeur réelle de densité f et soit (Xi)1≤i≤n un échantillon de la
variable aléatoire X.

Definition 3.1. Une fonction K est dite noyau si elle est une densité de probabilité (positive et
de masse totale égale à 1) symétrique, de moyenne nulle, de variance finie et de carré intégrable.

Les noyaux couramment utilisés sont les noyaux Gaussien K(u) = 1√
2π
e−

1
2
u2 , d’Epanechni-

kovK(u) = 3
4
(1−u2) 1|u|≤1 (continue dérivable mais pas C1) ou encore uniformeK(u) = 1

2
1|u|≤1

(pas continue, noyau utilisé lorsque l’on fait un histogramme).

Definition 3.2. Soit h > 0 la fenêtre de lissage (ou bandwith) et K la fonction noyau. L’esti-
mateur à noyau de f est défini ainsi pour tout x ∈ R :

f̂(x) =
1

nh

n∑
i=1

K

(
x−Xi

h

)
D’après la définition 3.2, on peut interpréter l’estimation par noyau en un point donné x

comme la moyenne des valeurs des fonctions noyaux centrées sur chaque observation Xi de
l’échantillon. On a principalement deux choix à faire pour bien estimer notre densité f , le choix
du noyau K et le choix du paramètre de lissage h.
On peut déja remarquer dans l’expression de f̂(x) que du choix du noyau va dépendre la régu-
larité de notre estimateur f̂ . Sa régularité sera du même ordre que celle du noyau choisi.
De plus, le paramètre de lissage a une influence assez évidente. Lorsqu’il tend vers 0, la fonction
noyau s’apparente à la fonction Dirac et l’estimateur f̂ risque d’avoir des variations artificielles :
on parle de sur lissage. D’autre part, plus h devient grand, plus on risque d’"effacer" les varia-
tions de f : on parle de sous lissage.
Notons qu’il existe de nombreuses théories et résultats qui ont pour but l’obtention d’un h
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optimal afin d’obtenir une estimation f̂ la plus proche possible de la réelle densité f . Un choix
de h assez classique et facile à mettre en œuvre est celui de Silverman [30] pour lequel on a
h = 0.9min

(
σ̂, IQR

1.34

)
n− 1

5 où σ̂ est l’écart type des échantillons et IQR est l’écart interquartile.
Exemple de KDE :
Afin d’illustrer les propos précédents, en particulier sur le choix du noyau et du lissage, on a
tracé (voir figure 9) trois estimateurs de densité avec des choix différents de noyau et de band-
with pour les mêmes observations, à savoir les diamètres des ovocytes relevés dans un ovaire
au temps T5 (choix fait arbitrairement).
Notons que dans les trois estimations, on observe aux alentours de 40− 50 µm une diminution

Figure 9 : Trois KDE différentes sur le même échantillon d’ovocytes (B1T5F11), en orange
avec noyau gaussien et h de Silverman, en rouge avec noyau gaussien et h de Silverman divisé par
5, et en vert avec noyau d’Epanechnikov et h de Silverman. En bleu clair en fond, histogramme
avec largeur de bande de 25µm.

brusque de la densité. C’est un effet de bord lié au fait que la densité n’est pas à support
strictement inclus dans [44.8, 1400]. En effet, comme déja énoncé précédemment, la borne de
gauche est artificielle et correspond seulement à la taille minimale des ovocytes que l’on peut
mesurer.
Pour éviter cet effet de bord, on utilise la méthode de Schuster de “l’image mirroir” (voir [26]) :
on utilise maintenant le fait que notre variable X est supérieure à c = 44.8. La définition de
notre estimateur à noyau de f devient :

f̂(x) =
1

nh

n∑
i=1

K

(
x−Xi

h

)
+K

(
x− 2c+Xi

h

)
On voit bien sur la figure 10 que l’effet de bord à disparu.
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Figure 10 : KDE sur l’échantillon B1T5F11, avec noyau normal et bandwith de Silverman
divisée par 2. En pointillés oranges la KDE sans prise en compte du bord, et en vert en prenant
en compte le bord avec la méthode de Schuster. En bleu clair en fond, histogramme avec largeur
de bande de 25µm.

3.2.2 Visualisation des données

La figure 11 présente les estimations (KDE) de densité d’ovocytes ρ̂ pour tous les ovaires
observés à tous les points de temps. Notons que les densités ne sont pas normalisées contraire-
ment à ce que l’on voit dans les figures précédentes, i.e.

∫∞
c
ρ̂ = n où n est le nombre d’ovocytes

comptés dans l’ovaire.

Observations :

• Sur tous les échantillons sauf deux (BT3F8 en vert au temps T3 et BT4F4 en bleu au temps
T4 sur la figure 11), on observe qualitativement les mêmes variations de densité pour les
ovocytes de petite taille (jusqu’à ≈ 300µm). Quantitativement, l’intensité des variations,
pics et creux est assez variable entre les échantillons, et le nombre total d’ovocytes (aire
sous la courbe) est variable aussi.

• Concernant la densité des ovocytes de taille "moyenne" (environ de 300µm à 800µm), on
observe globalement une diminution de la densité lorsque la taille des ovocytes augmente,
avec de nombreuses petites oscillations, qui sont très variables entre les individus et très
dépendantes du choix de la fenêtre de lissage h.

• Concernant la densité des ovocytes de taille élevée (supérieure à environ 800µm), elle
est faible (voir inexistante) pour les échantillons issus des premiers temps d’observations
post-ponte, et plus on se rapproche de la ponte, plus la “queue” de la distribution semble
se déplacer vers la droite. Cette partie de la distribution semble clairement dépendante
du temps d’observation, en plus d’être assez variable entre les différents échantillons issus
du même point de temps.
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Figure 11 : Estimation de la densité en taille des ovocytes pour tous les ovaires observés.
Chaque panel correspond à un point de temps. Paramètres des KDE : noyau normal, bandwith
de Silverman divisée par 2.

3.3 Analyse des données

Nous allons essayer, par des outils statistiques standard, de confirmer (ou pas) nos premières
observations purements visuelles sur la forme des densités ovocytaires des ovaires observés.
Tout d’abord, on a remarqué que, au moins quantitativement, les densités ovocytaires observées
sont variables en fonction des individus, et ce même pour des échantillons issus d’un même point
de temps. On peut donc se demander si le temps a un impact sur la forme des densités, et si
oui sur quelle zone (ovocytes de petite, moyenne, grande tailles ?), ou si les différentes formes
de densité que l’on observe sont uniquement liées à la variabilité individuelle.
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3.3.1 Influence du temps sur la densité à l’échelle de la ponte

On va effectuer des tests ANOVA sur les nombres d’ovocytes de certaines classe de taille
pour savoir si ces classes de tailles sont dépendantes ou non du temps à l’échelle d’une ponte.
Commençons par expliquer rapidement ce que fait le test ANOVA.
One-way ANOVA test : (test d’analyse de variance)
Le test ANOVA sert à décider si les moyennes de plusieurs groupes sont égales ou différentes.
L’hypothèse nulle H0 est que les moyennes sont toutes égales, et l’hypothèse alternative est
qu’au moins deux moyennes sont distinctes.
Les hypothèses stochastiques nécessaires à l’application du test sont les suivantes :

• les échantillons sont indépendants les uns des autres : cette hypothèse est respectée ici car
comme l’expérience est invasive, on a un unique prélèvement d’ovaire par individu (donc
1 individu = 1 échantillon à un unique point de temps).

• Normalité : pour chaque groupe, les valeurs du groupe suivent une loi normale (vérifiable
avec un test de normalité, comme le test de Kolmogorov-Smirnov)

• Homoscédasticité : les variances de tous les groupes sont égales (vérifiable avec un test
d’homoscédasticité, comme le test de Bartlett)

Tests effectués :
Considérons une classe de taille d’ovocytes arbitraire. Les groupes que l’on considère sont les 6
groupes Gi, i ∈ {0, . . . , 5}, qui contiennent chacun le nombre d’ovocytes de la classe considérée
dans l’ovaire à l’instant Ti, pour tous les médakas. L’hypothèse de test H0 est donc : le nombre
moyen d’ovocyte de la classe considérée par instant Ti est identique quelque soit i.

Classe de taille de 50µm : on effectue des tests pour les classes de taille de largeur 50µm
(classes 40− 90µm, 90− 140µm,..., 1290− 1340µm). Les résultats sont disponibles sur la figure
12. On observe que jusqu’à la classe de taille 540 − 590µm incluse, les conditions d’homosce-
dasticité et de normalité sont vérifiées (voir les deux panel du haut sur la figure, les points
sont au dessus de la valeur limite de pvalue), et les tests ANOVA valident l’hypothèse H0, à
savoir que le nombre moyen d’ovocytes des classes considérées ne dépend pas du temps. D’autre
part, le test ANOVA sur la classe 590− 640µm rejette l’hypothèse nulle, cette classe est donc
dépendante du temps à l’échelle de la ponte. Pour les classes 640 − 690µm, 690 − 740µm,
740 − 790µm et 790 − 840µm, l’hypothèse H0 est acceptée, et enfin pour les classes de taille
supérieures, les conditions d’homoscedasticité et de normalité ne sont pas vérifiées mais visuelle-
ment (voir figure 11), on voit déja clairement que la densité ovocytaire est dépendante du temps.

Classe de taille de 20µm : on fait de nouveaux tests sur les ovocytes de taille allant de 40
à 900µm en raffinant le pas des classes de tailles considérées. On considère maintenant des
classes de taille de largeur 20µm, soient les classes 40−60µm, 60−80µm, jusqu’à 880−900µm.
Les résultats des tests ANOVA sont disponibles sur la figure 13. Premièrement, remarquons
que les test d’homoscedasticité et de normalité sont presque tous concluants (i.e. les hypothèses
stochastiques pour l’application des tests ANOVA sont vérifiées). On va considérer que tous les
tests ANOVA menés sont "valides". En observant le graphe du bas sur la figure 13, on remarque
que l’hypothèse H0 du test ANOVA est acceptée pour toutes les classes sauf trois : les classes
580− 600µm, 620− 640µm et 840− 860µm (correspond à des classes de fin de vitellogenèse).
Ces résultats sont totalement cohérents avec ceux observés précédemment pour des classes de
taille de largeur 50µm.
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Figure 12 : En bas, résultats des tests ANOVA sur le nombre moyen d’ovocytes par instant Ti.
On considère des classes de taille d’ovocytes de largeur 50µm, i.e. on considère les classes 40−
90µm, 90−140µm,..., 1290−1340µm. En haut à gauche, résultats des tests d’homoscédasticité
et en haut à droite résultats des tests de normalité, afin de vérifier les hypothèses stochastiques
nécessaires à l’application des tests ANOVA. Sur les 3 graphes, on a tracé la valeur limite de
pvalue = 0.05 en dessous de laquelle l’hypothèse H0 est refusée.

Pour résumer, ces tests ANOVA ont permis d’exhiber les faits suivants :

• la densité d’ovocytes pour les ovocytes de la classe 40− 580µm semble indépendante du
temps à l’échelle de la ponte, et de même pour la classe 640− 840µm.

• On observe des variations de densité à l’échelle temporelle d’une ponte pour les ovocytes
de tailles proche de 600µm, et pour les ovocytes de taille égale et supérieure à environ
850µm.
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Figure 13 : En bas, résultats des tests ANOVA sur le nombre moyen d’ovocytes par instant
Ti. On considère des classes de taille d’ovocytes de largeur 20µm, i.e. on considère les classes
40−60µm, 60−80µm,..., 880−900µm. En haut à gauche, résultats des tests d’homoscédasticité
et en haut à droite résultats des tests de normalité, afin de vérifier les hypothèses stochastiques
nécessaires à l’application des tests ANOVA. Sur les 3 graphes, on a tracé la valeur limite de
pvalue = 0.05 en dessous de laquelle l’hypothèse H0 est refusée.

À présent, nous allons nous intéresser à une observation visuelle que l’on avait faite sur
la figure 11. Nous avons observé un creux de densité aux alentours de 80 − 100µm sur tous
les échantillons sauf deux (BT3F8 en vert au temps T3 et BT4F4 en bleu au temps T4), pour
lesquel on n’observe pas de creux de densité dans cette zone.

3.3.2 Creux de densité

On veut en savoir un peu plus sur l’emplacement du creux de densité que l’on observe. Ce
creux se trouvant dans une zone où le point de temps d’observation n’a pas d’influence sur la
densité (voir les tests précédents), on considère tous les échantillons comme issus d’une même
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population.
Pour chaque échantillon, on relève l’abscisse (en µm) correspondant au creux de densité (on
applique la fonction minimize du module scipy.optimize sur ρ̂). En observant le diagramme
Q-Q normal suivant (voir figure suivante), on a l’impression qu’en retirant les deux valeurs
"anormales" des échantillons BT3F8 et BT4F4 (dont le creux de densité est situé au niveau de
la borne inférieure des tailles d’ovocytes détectables), la position du creux suit une loi normale
(car tous les points semblent assez proche de la droite, et répartis assez semblablement de part
et d’autre de la droite).
On va procéder à un test de Kolmogorov-Smirnov pour valider notre hypothèse de normalité.

Figure 14 : Diagrammes Q-Q normal de l’abscisse du creux de densité observé sur les densités
ovocytaires, pour tous les échantillons à gauche et en retirant les échantillons BT3F8 et BT4F4
à droite. Paramètres de KDE : noyau normal et bandwidth de Silverman divisée par 2.

L’hypothèse H0 de ce test est : la position du creux de densité suit une loi normale.
Cependant, n’oublions pas que la position du creux est dépendante des paramètres du KDE
choisis, on va donc effectuer les tests pour plusieurs jeux de paramètres. Les résultats sont
disponibles dans le tableau 1. On peut observer que pour n’importe quel jeu de paramètre,
l’hypothèse H0 de normalité est acceptée lorsqu’on retire des échantillons les deux individus
BT3F8 et BT4F4, et la pvalue du test est très élevée. En revanche, si on ne retire pas BT3F8
et BT4F4, la pvalue est plus faible et l’hypothèse H0 peut-être acceptée ou rejetée selon le jeu
de paramètre de KDE considéré.

Noyau KDE Bandwidth KDE pvalue pvalue 2 paramètres loi
normal Silverman/2 0.616 0.865 N(86.15, 11.75)
normal Silverman/3 0.116 0.969 N(84.29, 6.91)
normal Silverman/4 0.068 0.972 N(84.04, 5.58)

Epanechnikov Silverman/2 0.027 0.720 N(83.55, 5.33)
Epanechnikov Silverman/3 0.073 0.651 N(84.53, 5.07)

Table 1 : Les deux premières colonnes donnent les paramètres (noyau et bandwidth) choisis
pour les KDE, la troisième colonne donne la pvalue du test KS de normalité de l’abscisse du
creux de densité sur tous les échantillons, la quatrième colonne donne la pvalue du test KS en
excluant les échantillons BT3F8 et BT4F4, et la cinquième colonne donne les paramètres de la
loi normale testée.
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En conclusion, les deux échantillons BT3F8 et BT4F4 sont assez particuliers, et on peut se
demander si les mesures de taille d’ovocytes qui ont été faites ne sont pas erronés. Si on néglige
ces deux échantillons, on observe sur tous les autres échantillons un creux de densité d’ovocytes
autour de 84µm, et la position de ce creux semble suivre une loi normale (dont la moyenne est
proche de 84µm, cependant l’écart type dépend fortement du choix des paramètres de KDE).
Si on se base sur la classification d’Iwamatsu (voir figure 3), cela correspond au passage du
stade II au stade III (sortie de cradle).
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4 Modèle mathématique

4.1 Rapide état de l’art sur les modèles mathématiques d’ovogenèse

La dynamique de l’ovogenèse étant complexe (et spécifique), elle est étudiée à plusieurs
échelles. Il est tout aussi important de comprendre la dynamique des populations de follicules
à l’échelle de l’ovaire entier, que d’étudier la dynamique de l’ovocyte et des cellules somatiques
au sein d’un follicule ovarien (voir [5] pour plus de précisions). Nous allons concentrer ici l’état
de l’art sur les modèles qui concernent la dynamique des populations ovocytaires à l’échelle de
l’ovaire.

Des modèles mathématiques d’ovogenèse de poissons ont déja été développés. Cependant, la
plupart ne représentent que la croissance de l’ovocyte (variable scalaire correspondant au dia-
mètre ou au volume) avec un taux de croissance uniforme ou modulé à la marge par une entrée
extérieure [12, 20]. À ma connaissance, le seul modèle traitant de la dynamique des populations
ovocytaires chez les poissons avec un taux de croissance "variable" (constant par morceaux,
avec une valeur constante assignée à chaque classe d’ovocytes), développé et validé avec des
résultats expérimentaux, est celui développé par Marie Haghebaert [13] puis par Daniel De-
soutter [7] dans le cadre du projet ANR Dynamo.

Les modèles de dynamique des populations ovocytaires existants sont plutôt appliqués aux
mammifères (souris, homme par exemple). Nous allons détailler ces différents types de mo-
dèles, qui sont conceptuellements proches de ce qui pourrait se faire chez les poissons.

Historiquement, les premiers modèles mécanistiques décrivant la population ovocytaire de mam-
mifères sont des modèles dits “compartimentaux” [9, 10]. Les ovocytes sont classés en différents
stades de maturité, et le passage d’un stade à un autre est régi par un taux/une probabilité de
maturation. Il existe deux types de modèles compartimentaux : les modèles déterministes (le
modèle poisson de Marie Haghebaert et Daniel Desoutter en est un exemple), et les modèles
stochastiques (voir [1] par exemple). La force de ces modèles est qu’ils exploitent complètement
les données expérimentales sur le nombre de follicules et leurs tailles (variable choisie pour
déterminer le stade de maturité des follicules). Notons que seuls des modèles compartimentaux
linéaires ont été ajustés avec des données expérimentales, excepté le modèle décrit dans [2],
ajusté sur des données souris.
Toujours dans les modèles dit mécanistiques, il existe des modèles formulés continûment dans
un formalisme de type équation aux dérivées partielles (voir par exemple [3], qui présente aussi
des modèles compartimentaux déterministe et stochastique). Cette approche permet d’avoir
une représentation continue de la population ovocytaire (par opposition à la représentation
compartimentale). Parmi les modèles classiques de dynamique de populations cellulaires appli-
cable aussi en folliculaire [4], on peut citer l’équation de McKendrick-von Foester [16].
Il existe aussi des modèles dits "individus-centré" [12, 20] : le nombre d’individu (follicules) est
discret, mais leur variable de structure (taille) est continue.
Enfin, on peut aussi noter l’existence de modèles de régression statistique (donc pas mécanis-
tiques), principalement utilisés pour traiter de l’épuisement du pool de follicules de la réserve
chez les mammifères (voir par exemple [14]).
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4.2 Choix de modélisation

Compte tenu des objectifs/motivations du modèle, des connaissances biologiques sur l’ovo-
genèse de poisson et des données expérimentales dont l’on dispose, on veut un modèle qui vérifie
les principes suivants :

• Pour se rapprocher des données expérimentales disponibles, on choisira un modèle qui n’a
que la taille des ovocytes/follicules comme variable de maturité des ovocytes.

• Le processus de croissance des ovocytes étant continu, et compte-tenu des données dispo-
nibles (beaucoup d’ovocytes et de toutes les tailles dans les ovaires observés), on prendra
la variable de maturité (la taille) continue.

• Les interactions entre follicules étant nombreuses et ayant un rôle central (voir section
2.3), on prendra soin à ce que le modèle puisse les prendre en compte.

4.3 Modèle

Nous allons présenter ici un modèle EDP qui s’inspire du modèle présenté dans l’article [3]
et adapté aux mammifères. Il n’a qu’une seule variable “structurante” (la taille des ovocytes),
l’EDP est donc 1D. Ce modèle a la particularité d’être non linéaire, de façon à tenir compte
des régulations hormonales et des interactions entre follicules.
Par rapport au modèle EDP développé dans [3], on rajoute seulement un terme de renouvelle-
ment r0 dans le cradle afin de représenter le renouvellement par mitose des cellules germinales
primordiales (PGC) et des ovogonies (voir figure 6), qui n’existe quasiment pas une fois passé
le développement embryonnaire chez les mammifères.
On note ρc(t) le nombre d’ovocytes du cradle à l’instant t et ρ(t, x) la densité de population
d’ovocytes de taille x, à l’instant t.

∂tρ(t, x) = −∂x (λ (ρ(t, .), x) ρ (t, x))− µ (ρ(t, .), x) ρ (t, x) , x ∈ (0, 1), t ≥ 0

ρ′c(t) = (r0 (ρ (t, .))− λ0 (ρ (t, .))− µ0 (ρ (t, .))) ρc(t), t ≥ 0, ρc(0) = ρ0c

ρ(t = 0, x) = ρ0(x), x ∈ (0, 1)

λ0 (ρ (t, .)) ρc(t) = lim
x→0

λ (ρ(t, .), x) ρ (t, x) , t ≥ 0

(1)
avec :

λ0(ρ(t, .)) =
f0

1 +K1,0

∫ 1

0
a(y)ρ(t, y)dy

, µ0(ρ(t, .)) = g0

(
1 +K2,0

∫ 1

0

b(y)ρ(t, y)dy

)
(2)

et ∀x ∈ (0, 1),

λ(ρ(t, .), x) =
f(x)

1 +K1(x)
∫ 1

0
ω1(y)ρ(t, y)dy

, µ(ρ(t, .), x) = g(x)

(
1 +K2(x)

∫ 1

0

ω2(y)ρ(t, y)dy

)
(3)

avec f, g, K1, K2, a, b, ω1, ω2, ρ
0 des fonctions assez régulières, et positives.

La formulation initiale de ces taux est la conséquence des connaissances présupposées sur le
sens des interactions entre les follicules chez les mammifères. Cependant, il faut rester prudent
sur la forme de ces taux car l’on observe des interactions de nature différente chez les poissons
(phénomène d’auto-amplification pour les ovocytes au stade de vitellogenèse par exemple, voir
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section 2.3).
Modèle final :
On écrit donc les non linéarités dans les taux sous une forme plus générale. De plus, ne disposant
pas d’informations suffisantes sur la dynamique au stade pré-folliculaire chez les poissons, on ne
considérera pas l’EDO qui la caractérise. Notons aussi que bien que la “mort” des ovocytes chez
le medaka ne semble pas exister en conditions physiologiques normales (contrairement à ce qu’on
observe chez les mammifères), elle peut exister dans des conditions particulières (inactivation
de l’AMH par exemple [32]). Le taux de mortalité µ mérite donc d’exister. Finalement, on
considère donc le modèle EDP suivant :

∂tρ(t, x) = −∂x (λ ((Wi(t))1≤i≤n1 , x) ρ (t, x))− µ ((Wi(t))n1+1≤i≤n1+n2 , x) ρ (t, x) ,

x ∈ (0, 1), t ≥ 0

ρ(t = 0, x) = ρ0(x), x ∈ (0, 1)

lim
x→0

λ ((Wi(t))1≤i≤n1 , x) ρ (t, x) = r (t, (Wi(t))n1+n2<i≤n1+n2+n3) , t ≥ 0

(4)

avec (n1, n2, n3) ∈ N2 et ∀i ∈ {1, . . . , n1 + n2 + n3}, Wi(t) =
∫ 1

0
ωi(y)ρ(t, y)dy .

Notons que l’on peut définir P la quantité d’oeufs pondus à partir de l’équation différentielle
suivante :

lim
x→1

λ (ρ(t, .), x) ρ (t, x) = P ′(t), t ≥ 0 (5)

Dans la zoologie des problèmes EDP, on peut qualifier ce problème (4) d’équation de transport-
réaction (i.e. avec un terme source) non linéaire. Le terme de vitesse λ est non-local (il fait
intervenir la valeur de la solution ρ en plusieurs points, à travers les termes intégraux), tout
comme le terme source µ et le flux d’entrée r.
On peut voir ce problème comme une généralisation du problème suivant (equation de transport
conservative avec vitesse non-locale), étudié notamment dans l’article [29] :

∂tρ(t, x) = −∂x (λ (W (t), x) ρ (t, x)) ,

x ∈ (0, 1), t ≥ 0

ρ(t = 0, x) = ρ0(x), x ∈ (0, 1)

lim
x→0

λ (W (t), x) ρ (t, x) = r (t) , t ≥ 0

où W (t) =
∫ 1

0
ρ(t, x)dx,

L’article [29] montre notamment l’existence-unicité d’une solution faible de ce problème sous
les hypothèses suivantes :

• ρ0 ∈ L∞(0, 1) et positive presque partout

• r ∈ L∞(0, T ) ∀T > 0 et positive presque partout

• λ ∈ C1([0,+∞)× [0, 1]) et strictement positive
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4.4 Existence-Unicité d’une solution faible du problème non linéaire

On va montrer, sous certaines hypothèses bien choisies, l’existence-unicité d’une solution
faible de (4) sur tout intervalle de temps [0, T ] avec T > 0, que l’on définit comme suit :

Definition 4.1 (Solution faible). Soit T > 0, une solution faible du problème (4) est une fonc-
tion ρ ∈ C0 ([0, T ];L1(0, 1))∩L∞ ((0, T )× (0, 1)) telle que ∀τ ∈ [0, T ] et ∀φ ∈ C1 ([0, τ ]× [0, 1])
tel que φ(τ, x) = 0 ∀x ∈ [0, 1] et φ(t, 1) = 0 ∀t ∈ [0, τ ], on a :∫ τ

0

∫ 1

0

ρ(t, x) [∂tφ(t, x) + λ((Wi(t))1≤i≤n1 , x)∂xφ(t, x)− µ((Wi(t))n1<i≤n1+n2 , x)φ(t, x)] dxdt

+

∫ τ

0

r(t, (Wi(t))n1+n2<i≤N)φ(t, 0)dt+

∫ 1

0

ρ0(x)φ(0, x)dx = 0

(6)

où ∀i ∈ {1, . . . , n1 + n2 + n3}, Wi(t) =
∫ 1

0
ωi(y)ρ(t, y)dy

4.4.1 Hypothèses

Dans toute la section qui suit, on considère les hypothèses suivantes :

• ρ0 ∈ L∞(0, 1), ρ0 ≥ 0

• λ ∈ C1(([0,+∞))n1 × [0, 1]), λ > 0, n1 ∈ N quelconque

• µ ∈ C1(([0; +∞))n2 × [0, 1]), µ ≥ 0, n2 ∈ N quelconque

• r ∈ C1([0,+∞)× ([0,+∞))n3), r ≥ 0, n3 ∈ N quelconque,

• r est sous-linéaire au sens suivant : ∃ j0 ∈ {n1 + n2 + 1, . . . , n1 + n2 + n3} tel que

∀t ∈ [0,+∞), ∀(Wi)n1+n2<i≤n1+n2+n3 ∈ ([0,+∞))n3 , on a |r(t, (Wi)i)| ≤ r0(t) + r1(t)Wj0

où r0 et r1 sont des fonctions dans L∞(0, T ), ∀T > 0.

• ∀i ∈ {1, . . . , n1 + n2 + n3} : ωi ∈ C0([0; 1]), Lωi
-lipschitzienne, ωi ≥ 0

4.4.2 Définitions et notations

On définit les notations suivantes :

• N := n1+n2+n3 (strictement positif, pour ne pas être dans le cas "simple" du problème
EDP linéaire)

• Pour toute fonction f (essentiellement) bornée sur un intervalle I, on notera
∥f∥∞,I = ess supx∈I |f(x)|. Lorsque l’intervalle I est évident (intervalle de définition de
la fonction par exemple), on notera simplement ∥f∥∞, et lorsque la norme utilisée est
évidente, on notera simplement ∥f∥.

• ∀T > 0,

Mj0(T ) =Mj0 := max
(
2 ∥ωj0∥∞ ∥ρ0∥∞ , ∥ωj0∥∞ (T ∥r0∥∞ + ∥ρ0∥∞) e∥ωj0∥∞

∥r1∥∞T
)

(7)
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• ∀i ∈ {1, . . . , N}, i ̸= j0, ∀T > 0,

Mi(T ) =Mi := T ∥ωi∥∞ (∥r0∥∞ + ∥r1∥∞Mj0) + ∥ωi∥∞ ∥ρ0∥∞ (8)

• λi(M1, . . . ,Mn1) = λi = min∏
1≤j≤n1

[0,Mj ]
λ(., 0) > 0 (bien défini et strictement positif car λ(., 0)

est continue et strictement positive sur le compact
∏

1≤j≤n1

[0,Mj] )

• Pour ne pas alourdir les calculs, on notera parfois :

λ((Wi(t))i, x) := λ(W1(t), . . . ,Wn1(t), x), µ((Wi(t))i, x) := µ(Wn1+1(t), . . . ,Wn1+n2(t), x)
et r(t, (Wi(t))i) = r(t,Wn1+n2+1(t), . . . ,WN(t))

4.4.3 Préliminaires

Dans tout cette section, on se donne (Wi)1≤i≤n1 des fonctions continues sur [0, T ] avec
0 ≤ Wi(s) ≤Mi, ∀0 ≤ s ≤ T .

Proposition 4.1 (Existence courbes caractéristiques). Soit T > 0. Pour tout (t, x) ∈ [0, T ]×
[0, 1] le problème de Cauchy suivant a une unique solution maximale, strictement croissante.

dξ

ds
(s) = λ ((Wi(s)1≤i≤n1), ξ(s)) , ξ(t) = x

Cette solution est définie sur [tmin, tmax] ⊂ [0, T ], avec tmin = t0 si il existe t0 > 0 tel que
ξ(t0) = 0, tmin = 0 sinon, et tmax = t1 si il existe t1 < T tel que ξ(t1) = 1, tmax = T sinon
(voir figure 15).

Démonstration. preuve "immédiate", conséquence du théorème de Cauchy-Lipschitz et des hy-
pothèses sur λ et (Wi)i λ ∈ C1(([0,+∞))n1 × [0, 1]).
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Figure 15 : Exemples de courbes caractéristiques, et leurs domaines de définitions.

Definition 4.2 (Courbes caractéristiques). Soit T > 0. On définit les courbes caractéristiques
ξj, j ∈ {1, . . . , 4} comme les solutions des EDO suivantes :

dξj
ds

(s) = λ ((Wi(s)1≤i≤n1), ξj(s)) , j ∈ {1, . . . , 4}

avec les conditions initiales :

• ξ1(t) = 1 pour un t donné

• ξ2(0) = 0

• ξ3(t) = x pour t donné et x ∈ [0, ξ2(t)], ou pour x ∈ [0, 1] si ξ2(t) n’est pas défini.

• ξ4(t) = x pour t donné et x ∈ [ξ2(t), 1] (définie seulement si ξ2(t) est bien défini)

On notera parfois ξj(s) = ξj(s; t, x), j ∈ {1, 3, 4} pour préciser les conditions initiales.

Proposition 4.2. Soit t > 0 assez petit de façon à ce que ξ2(t) soit bien définie (un tel t existe
car ξ2(0) = 0 et ξ2 est continue).

• Soit x ∈ [0, ξ2(t)]. Alors il existe un unique α(t, x) ∈ [0, t] tel que ξ3(α(t, x); t, x) = 0.

• Soit x ∈ [ξ2(t), 1]. Alors il existe un unique β(t, x) ∈ [0, ξ1(0; t, 1)] tel que ξ4(0; t, x) =
β(t, x).
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On peut alors définir les fonctions suivantes :

αt : [0; ξ2(t)] → [0; t]
x 7→ α(t, x)

βt : [ξ2(t), 1] → [0; ξ1(0; t, 1)]
x 7→ β(t, x)

De plus, αt et βt sont bijectives et :

• ∀u ∈ [0, t], α−1
t (u) = ξ3(t;u, 0)

• ∀y ∈ [0, ξ1(0; t, 1)], β−1
t (y) = ξ4(t; 0, y)

La figure 16 illustre les résultats énoncés dans cette proposition.

Démonstration. C’est une conséquence directe de l’existence et de l’unicité des courbes carac-
téristiques.

Remarque 4.1. Si ξ2(t) n’est pas définie, alors on peut toujours définir α de la même manière
(pour tout x ∈ [0, 1]), et la fonction suivante :

αt : [0; 1] → [α(t, 1); t]
x 7→ α(t, x)

est bien définie, bijective et on a toujours α−1
t (u) = ξ3(t;u, 0) (pour tout u ∈ [α(t, 1); t]).

Cependant, on a plus l’existence d’un β(t, x). La figure 17 illustre cette remarque.

Figure 16 : Schéma des courbes caractéris-
tiques ξ1(t), ξ2, ξ3(.; t, x1) (avec x1 ∈ [0, ξ2(t)])
et ξ4(.; t, x2) (avec x2 ∈ [ξ2(t), 1]), dans le cas
t ≤ ξ−1

2 (1) ≤ T (ξ2(t) défini), donc αt et βt bien
définies. Les intervalles en rouge (resp. bleu)
sont en bijection.

Figure 17 : Schéma des courbes caractéris-
tiques ξ1(t), ξ2, ξ3(.; t, x1) (avec x1 ∈ [0, 1]),
dans le cas t > ξ−1

2 (1) (ξ2(t) n’est pas défini),
donc ∀x ∈ [0, 1], ξ4(.; t, x) n’est pas défini et
donc βt(x) aussi. Les intervalles en bleu sont en
bijection.
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Remarque 4.2. Si t ≤ 1
∥λ∥∞,

∏
[0;Mi]×[0;1]

, alors ξ2(t) est bien défini. En effet, soit s dans l’inter-
valle de définition [0, tmax] de ξ2.
On a ξ2(s) =

∫ s

0
λ((Wi)i, ξ2(θ))dθ, donc si 0 ≤ s ≤ t :

ξ2(s) ≤ s ∥λ∥∞ ≤ t ∥λ∥∞ ≤ 1

Donc ξ2(t) est bien défini (i.e. t < tmax).

Definition 4.3 (Domaines de définition de α et β). Si ξ−1
2 (1) ≤ T existe, alors on définit Dα

et Dβ de la manière suivante :

• Dα := {(t, x)/ 0 ≤ t ≤ ξ−1
2 (1), 0 ≤ x ≤ ξ2(t) ou ξ−1

2 (1) ≤ t ≤ T, 0 ≤ x ≤ 1}

• Dβ := {(t, x)/ 0 ≤ t ≤ ξ−1
2 (1), ξ2(t) ≤ x ≤ 1}

Sinon, (i.e. ξ2(T ) existe et ξ2(T ) < 1) :

• Dα := {(t, x)/ 0 ≤ t ≤ T, 0 ≤ x ≤ ξ2(t)}

• Dβ := {(t, x)/ 0 ≤ t ≤ T, ξ2(t) ≤ x ≤ 1}

Proposition 4.3 (dérivées de α et β). α est différentiable sur Dα et β est différentiable sur
Dβ. De plus, on a :

• ∂α
∂t

=
λ((Wi(t))1≤i≤n1

,x)
λ(Wi(α))1≤i≤n1

,0)
e−

∫ t
α λx((Wi(θ))1≤i≤n1

,ξ3(θ))dθ

• ∂α
∂x

= − 1

λ((Wi(α))1≤i≤n1
,0)
e−

∫ t
α λx((Wi(θ))1≤i≤n1

,ξ3(θ))dθ

• ∂β
∂t

= −λ ((Wi(t))1≤i≤n1 , x) e
−

∫ t
0 λx((Wi(θ))1≤i≤n1

,ξ4(θ))dθ

• ∂β
∂x

= e−
∫ t
0 λx((Wi(θ))1≤i≤n1

,ξ4(θ))dθ

Démonstration. admis (voir [19] pour une preuve)

Proposition 4.4. Soit t assez petit tel que ξ2(t) bien défini. Avec les notations introduites
précédemment, on a les deux égalités suivantes :

∫ ξ2(t)

0

r(α, (Wi(α))i)

λ((Wj(α))j, 0)
e−

∫ t
α λx((Wj(θ))j ,ξ3(θ)) + µ((Wj(θ))j ,ξ3(θ))dθωi(y)dy

=

∫ t

0

r(u, (Wi(u))i)e
−

∫ t
u µ((Wj(θ))j ,ξ3(θ;u,0))dθωi(ξ3(t;u, 0))du∫ 1

ξ2(t)

ρ0(β)e
−

∫ t
0 λx((Wj(θ))j ,ξ4(θ)) + µ((Wj(θ))j ,ξ4(θ))dθωi(y)dy

=

∫ 1−
∫ t
0 λ((Wj(θ))j ,ξ1(θ))dθ

0

ρ0(x)e
−

∫ t
0 µ((Wj(θ))j ,ξ4(θ;0,x))dθωi(ξ4(t; 0, x))dx

Démonstration. Voir en annexe A.1 pour la preuve détaillée. L’idée est de faire les changements
de variables u = αt(y) et x = βt(y), en utilisant la proposition 4.3.
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Proposition 4.5 (solution linéaire). Soit δ > 0 et assez petit pour que ξ2(δ) soit bien défini,
le problème (4) admet une unique solution donnée par la formule explicite suivante sur [0, δ]×
[0, 1] : ρ(t, x) = r(α,(Wi(α))i)

λ((Wi(α))i,0)
e−

∫ t
α λx((Wi(θ))i,ξ3(θ)) + µ((Wi(θ))i,ξ3(θ))dθ 0 ≤ x ≤ ξ2(t), 0 ≤ t ≤ δ

ρ(t, x) = ρ0(β)e
−

∫ t
0 λx((Wi(θ))i,ξ4(θ)) + µ((Wi(θ))i,ξ4(θ))dθ, ξ2(t) ≤ x ≤ 1, 0 ≤ t ≤ δ

(9)

Démonstration. On ne détaille pas car il y aurait beaucoup de redondances avec la preuve que
l’on présentera pour l’existence-unicité du modèle non linéaire, mais voici l’idée :
Existence : La preuve de l’existence est très similaire à celle du théorème 4.2, la seule différence
notable est que dans le cas du problème linéaire, on n’a pas à montrer que les (Wi)i point fixe
de F vérifient bien Wi(t) =

∫ 1

0
ρ(t, .)ωi.

Unicité : La preuve est complètement similaire à la partie 1. de la preuve du théorème 4.3
d’unicité dans le cas non linéaire.

4.4.4 Résultat principal et principe de la preuve

Le résultat principal de la section est l’existence-unicité d’une solution faible sur [0, T ]×[0, 1],
∀T > 0, pour laquelle on aura aussi une formule "semi-analytique". On peut le formuler sous
la forme du théorème suivant :

Théorème 4.1 (Existence et unicité d’une solution faible globale). Soit T > 0, le problème
(4) admet une unique solution faible (globale) ρ ∈ C0 ([0, T ];L1(0, 1))∩L∞ ((0, T )× (0, 1)). De
plus ρ ∈ C0 ([0, T ];Lp(0, 1)), ∀p ∈ [1,∞).
ρ vérifie : ρ(t, x) = ρ0(β)e

−
∫ t
0 λx((Wj(θ))j ,ξ4(θ)) + µ((Wj(θ))j ,ξ4(θ))dθ, ξ2(t) ≤ x ≤ 1, 0 ≤ t ≤ T

ρ(t, x) =
r(α,(Wj(α))j)

λ((Wj(α))j ,0)
e−

∫ t
α λx((Wj(θ))j ,ξ3(θ)) + µ((Wj(θ))j ,ξ3(θ))dθ sinon

(10)

avec Wj(θ) =
∫ 1

0
ωj(y)ρ(θ, y)dy, α = α(t, x), β = β(t, x), ξ3(θ) = ξ3(θ; t, x) et ξ4(θ) = ξ4(θ; t, x).

Le principe de la preuve est le suivant (il est inspiré de la preuve d’existence-unicité dans
[29]) :
Soit t assez petit tel que ξ2(t) ≤ 1 bien défini. Si ρ est une solution, alors on peut montrer qu’elle
est de la forme donnée par la proposition 4.5, avec Wi(t) =

∫ 1

0
ωi(y)ρ(t, y)dy,∀i ∈ {1, . . . , N}.

On a donc :∫ 1

0

ωi(y)ρ(t, y)dy =

∫ ξ2(t)

0

r(α, (Wi(α))i)

λ((Wj(α))j, 0)
e−

∫ t
α λx((Wj(θ))j ,ξ3(θ)) + µ((Wj(θ))j ,ξ3(θ))dθωi(y)dy

+

∫ 1

ξ2(t)

ρ0(β)e
−

∫ t
0 λx((Wj(θ))j ,ξ4(θ)) + µ((Wj(θ))j ,ξ4(θ))dθωi(y)dy

avec α = α(t, y), β = β(t, y), ξ3(θ) = ξ3(θ; t, y) et ξ4(θ) = ξ4(θ; t, y) et ∀i ∈ {1, . . . , N}, Wi(t) =∫ 1

0
ωi(y)ρ(t, y)dy.
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Et avec la proposition 4.4, ∀i ∈ {1, . . . , N} :

Wi(t) =

∫ 1

0

ωi(y)ρ(t, y)dy =

∫ t

0

r(u, (Wi(u))i)e
−

∫ t
u µ((Wj(θ))j ,ξ3(θ;u,0))dθωi(ξ3(t;u, 0))du

+

∫ 1−
∫ t
0 λ((Wj(θ))j ,ξ1(θ))dθ

0

ρ0(x)e
−

∫ t
0 µ((Wj(θ))j ,ξ4(θ;0,x))dθωi(ξ4(t; 0, x))dx

(11)

Donc si ρ est une solution, (11) doit être vérifiée pour tout i ∈ {1, . . . , N}, et pour tout t assez
petit tel que ξ2(t) bien défini.
Nous allons donc raisonner dans l’autre sens : on va montrer qu’il existe des Wi (uniques)
qui vérifient (11), et à partir de ces Wi nous allons définir comme il faut (i.e. avec (9)) notre
candidat à être une solution. Pour montrer l’existence-unicité des Wi, qui est le point clé de la
preuve, on passera par un théorème de point fixe pour les applications contractantes.
Cependant, on ne peut montrer l’existence-unicité des Wi qui vérifient (11), et donc l’existence-
unicité d’une solution de (4), que sur un petit intervalle temporel. On va donc dans un second
temps devoir étendre notre solution locale en une solution globale définit sur l’intervalle tem-
porel [0, T ] tout entier.

4.4.5 Preuve de l’existence-unicité

Introduisons l’espace suivant, qui va servir à définir l’espace de définition de l’application
contractante :

Definition 4.4. Soit δ > 0 et M > 0. On définit l’espace suivant :

Ωδ,M := {W ∈ C0([0, δ]) : W ≥ 0 et ∥W∥C0([0,δ]) := sup
0≤t≤δ

|W (t)| ≤M}

Proposition 4.6. Soit δ > 0 et M > 0. Alors Ωδ,M muni de la norme ∥.∥C0([0,δ]) est un espace
métrique complet.

Démonstration. Ωδ,M est un fermé de C0([0, δ]) muni de sa norme ∥.∥C0([0,δ]) qui est un espace
complet. Or, tout espace fermé d’un espace complet est complet.

À présent, on peut définir notre application sur laquelle on voudra appliquer un théorème
de point fixe.

Definition 4.5 (application contractante). Soit T > 0.
Soit δ > 0 et δ < min( 1

∥λ∥∞,
∏

[0;Mi]×[0;1]
, T ) (cette majoration assure le fait que ξ2(t) soit bien défini

pour tout t ≤ δ, voir remarque 4.2). Soit i ∈ {1, . . . , N}. On définit l’application suivante :

F :
N∏
i=1

Ωδ,Mi
−→ (C0([0, δ]))N

(W1, . . . ,WN) 7−→ (F1 (W1, . . . ,WN) , . . . , FN (W1, . . . ,WN))

avec

Fi(W1, . . . ,WN)(t) =

∫ t

0

r(u, (Wi(u))i)e
−

∫ t
u µ((Wj(θ))j ,ξ3(θ;u,0))dθωi(ξ3(t;u, 0))du

+

∫ 1−
∫ t
0 λ((Wj(θ))j ,ξ1(θ))dθ

0

ρ0(x)e
−

∫ t
0 µ((Wj(θ))j ,ξ4(θ;0,x))dθωi(ξ4(t; 0, x))dx
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Proposition 4.7. L’application F est bien définie.

Démonstration. On veut montrer que ∀i ∈ {1, . . . , N}, ∀(W1, . . . ,WN) ∈
N∏
i=1

Ωδ,Mi
,

on a Fi(W1, . . . ,WN) ∈ C0([0, δ]).
L’idée est d’utiliser le théorème de convergence dominée. La continuité des fonctions sous les
intégrales en la variable t se vérifie facilement (en utilisant la continuité du flot notamment),
et les hypothèses sur ρ0 (bornée), µ (positive), ωi (bornées car continue sur un compact), et r
(bornée sur compact) permettent d’obtenir un fonction majorante intégrable, indépendante de
t. Pour le détail de la preuve, voir en annexe A.2 .

Proposition 4.8. L’application F est à valeur dans
N∏
i=1

Ωδ,Mi
pour δ assez petit (voir condition

exacte dans l’équation (12)).

Démonstration. Soit δ ≤ min(T, 1
∥λ∥∞

) et t ∈ [0, δ]. Soient (W1, . . . ,WN) ∈
N∏
j=1

Ωδ,Mj
et i ∈

{1, . . . , N}. Remarquons d’abord que dans la définition des Fi, toutes les fonctions sous les
intégrales sont positives par définition, donc les Fi sont positifs.
D’autre part, ∀i ∈ [[1, N ]], ∀t ∈ [0, δ] :

Fi(W1, . . . ,WN)(t) ≤ ∥ωi∥∞,[0,1] ∥r0∥∞,[0,T ] t+ ∥ωi∥∞,[0,1] ∥r1∥∞,[0,T ] ∥Wj0∥∞,[0,δ] t+ ∥ρ0∥∞,[0,1] ∥ωi∥∞,[0,1]

≤ t ∥ωi∥ (∥r0∥+ ∥r1∥Mj0) + ∥ωi∥ ∥ρ0∥

Donc pour i ∈ {1, . . . , N}, i ̸= j0, en utilisant directement la définition des Mi (voir (8)), on
a :

∥Fi(W1, . . . ,WN)∥C0([0,δ]) ≤ T ∥ωi∥ (∥r0∥+ ∥r1∥Mj0) + ∥ωi∥ ∥ρ0∥ =Mi

Et pour i = j0, on a :

Fj0(W1, . . . ,WN)(t) ≤ δ ∥ωj0∥ (∥r0∥+ ∥r1∥Mj0) + ∥ωj0∥ ∥ρ0∥

donc pour δ ≤ Mj0
−∥ωj0∥∥ρ0∥

∥ωj0∥(∥r0∥+∥r1∥Mj0)
on a :

∥Fj0(W1, . . . ,WN)∥ ≤Mj0

Comme Mj0 ≥ 2 ∥ωj0∥ ∥ρ0∥ (voir (7)), on peut choisir δ ≤ ∥ωj0∥∥ρ0∥
∥ωj0∥(∥r0∥+∥r1∥Mj0)

.

Donc pour

δ ≤ min

(
T,

1

∥λ∥∞
,

∥ωj0∥ ∥ρ0∥
∥ωj0∥ (∥r0∥+ ∥r1∥Mj0)

)
, (12)

F est à valeur dans
N∏
i=1

Ωδ,Mi
.

Proposition 4.9. Pour δ assez petit (voir condition exacte dans l’équation (36) dans la preuve

en annexe), F est une contraction sur
N∏
j=1

Ωδ,Mj
.
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Démonstration. Voir annexe A.3 pour la preuve.

L’idée principale est la suivante. On considère (W1, . . . ,WN) et (W̄1, . . . , W̄N) dans
N∏
i=1

Ωδ,Mi
.

En utilisant les hypothèses suivantes : régularité C1 de r, µ, λ ; ρ0 ∈ L∞(0, 1), ωi ∈ L∞(0, 1) et
Lipschitz ∀i, on majore

∑N
i=1

∣∣Fi(W1, . . . ,WN)(t)− Fi(W̄1(t), . . . , W̄N)
∣∣
∞,[0,δ]

par un terme de
la forme
C(t)

∑N
j=1

∥∥Wj − W̄j

∥∥
∞,[0,δ]

où C est fonction des données et vérifie C(t) −−→
t→0

0. On choisit

alors δ assez petit pour que ∀t ≤ δ, C(t) ≤ 1
2
< 1.

On arrive maintenant à la proposition clé.

Proposition 4.10. Pour δ fixé assez petit (i.e. δ qui vérifie (36)), il existe un unique (W1, . . . ,WN) ∈
N∏
j=1

Ωδ,Mj
tel que ∀i ∈ {1, . . . , N}, on ait :

Wi(t) =

∫ t

0

r(u, (Wj(u))n1+n2<j≤N)e
−

∫ t
u µ((Wj(θ))n1+1≤j≤n1+n2

,ξ3(θ;u,0))dθωi(ξ3(t;u, 0))du

+

1−
∫ t
0 λ((Wj(θ))1≤j≤n1

,ξ1(θ))dθ∫
0

ρ0(x)e
−

∫ t
0 µ(Wj(θ))n1+1≤j≤n1+n2

,ξ4(θ;0,x))dθωi(ξ4(t; 0, x))dx

Démonstration. Pour δ qui vérifie (36), F est contractante (proposition 4.9) de
N∏
j=1

Ωδ,Mj
dans

lui-même (proposition 4.8). Or cet espace est complet comme produit fini d’espace complets
(proposition 4.6), donc d’après le théorème du point fixe de Banach, l’application F admet un
unique point fixe (W1, . . . ,WN).

Maintenant que l’existence-unicité de (W1, . . . ,WN) ∈
N∏
j=1

Ωδ,Mj
vérifiant les bonnes égalités

est démontrée, il nous reste à montrer que notre candidat, définit à l’aide de ces Wi, est bien
l’unique solution locale de notre problème.

La proposition suivante va nous être utile pour démontrer le théorème d’existence.

Proposition 4.11. On considère δ qui vérifie (36). Soient (W1, . . . ,WN) l’unique point fixe de

l’application F sur
N∏
j=1

Ωδ,Mj
(voir proposition 4.10). Alors ∀i ∈ {1, . . . , N}, Wi est lipschitzienne

sur [0, δ].

Démonstration. preuve en annexe A.4.
L’idée est la suivante : On part de l’égalité donnée par la proposition 4.10. Les majorations
se font bien grâce aux hypothèses de régularité sur r, λ et µ, et à l’hypothèse ωi bornée et
lipschitzienne pour tout i.

On peut à présent énoncer le théorème d’existence d’une solution faible locale (en temps)
de notre problème.
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Théorème 4.2 (Existence locale). On considère δ qui vérifie (36). Soient (W1, . . . ,WN) l’unique

point fixe de l’application F sur
N∏
j=1

Ωδ,Mj
(voir proposition 4.10). La fonction ρ définie comme

suit sur [0, δ]× [0, 1] est une solution faible de notre problème. ρ(t, x) =
r(α,(Wj(α))j)

λ((Wj(α))j ,0)
e−

∫ t
α λx((Wj(θ))j ,ξ3(θ)) + µ((Wj(θ))j ,ξ3(θ))dθ 0 ≤ x ≤ ξ2(t), 0 ≤ t ≤ δ

ρ(t, x) = ρ0(β)e
−

∫ t
0 λx((Wj(θ))j ,ξ4(θ)) + µ((Wj(θ))j ,ξ4(θ))dθ, ξ2(t) ≤ x ≤ 1, 0 ≤ t ≤ δ

(13)
avec α = α(t, x), β = β(t, x), ξ3(θ) = ξ3(θ; t, x) et ξ4(θ) = ξ4(θ; t, x). De plus, ρ ∈ C0([0, δ];Lp(0, 1))
pour tout p ∈ [1,∞).

Démonstration. voir en annexe A.5.
L’idée est la suivante :

1. On montre que ρ ∈ L∞((0, δ)× (0, 1)) directement à partir de (13) et des hypothèses sur
λ µ, r, ρ0 (voir majoration (39))

2. On montre que ρ ∈ C0([0, δ];Lp(0, 1)), ∀p ∈ [1,∞) (i.e. vérifie : ∀t ≥ t̃ ∈ [0, δ], ∀p ∈ [1,∞),∥∥ρ(t̃, .)− ρ(t, .)
∥∥
Lp(0,1)

−−−−−→
|t̃−t|→0

0 (40)). Afin de pouvoir utiliser correctement la formule

analytique (13) de la solution, on sépare la preuve en 3 morceaux :

(a) On montre
∥∥ρ(t̃, .)− ρ(t, .)

∥∥
Lp(0,ξ2(t))

−−−−−→
|t̃−t|→0

0 (41). On a notamment besoin de la

proposition 4.11, et d’approcher λx par des fonctions C1. Pour conclure, le point clé
est de montrer que |α̃− α| ≤ C

∣∣t̃− t
∣∣ (voir figure 18) avec des raisonnements sur

les courbes caractéristiques.

(b) On montre
∥∥ρ(t̃, .)− ρ(t, .)

∥∥
Lp(ξ2(t̃),1)

−−−−−→
|t̃−t|→0

0 (42). On a encore besoin de la pro-

position 4.11, et d’approcher ρ0 par des fonctions C1. Pour conclure, on montre que∣∣∣β̃ − β
∣∣∣ ≤ C

∣∣t̃− t
∣∣ (voir figure 18) avec des raisonnements sur les courbes caracté-

ristiques.

(c) On montre
∥∥ρ(t̃, .)− ρ(t, .)

∥∥
Lp(ξ2(t),ξ2(t̃))

−−−−−→
|t̃−t|→0

0 (43). On utilise principalement le

résultat ρ ∈ L∞((0, δ)× (0, 1)), et que
∣∣ξ2(t̃)− ξ2(t)

∣∣ ≤ C
∣∣t̃− t

∣∣ (voir figure 18).

3. Enfin, on montre que ρ vérifie la formulation faible. Pour cela, on montre d’abord que
les (Wi)i point fixe de F vérifient bien Wi(t) =

∫ 1

0
ρ(t, .)ωi en utilisant la proposition 4.4.

Ensuite, avec (13) et en intervertissant le sens d’intégration avec le théorème de Fubini,
on montre que ρ vérifie bien (6).
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Figure 18 : Schéma pour illustrer la preuve de ρ ∈ C0([0, δ];Lp(0, 1)), ∀p ∈ [1,∞) dans le
théorème 4.2. On a représenté t ≤ t̃ dans [0, δ], α := α(t, x1), α̃ := α(t̃, x1), où x1 ∈ [0, ξ2(t)],
et β := β(t, x2), β̃ := β(t̃, x2) où x2 ∈ [ξ2(t̃), 1]. Pour montrer que ρ ∈ C0([0, δ];Lp(0, 1)),
∀p ∈ [1,∞), on montre que les intervalles bleu, rouge et vert tendent vers 0 lorsque

∣∣t̃− t
∣∣→ 0.

On va à présent chercher à montrer l’unicité de la solution faible locale. Pour cela, on aura
notamment besoin de la proposition suivante.

Proposition 4.12. Soit T > 0. Soit ρ ∈ C0 ([0, T ];L1(0, 1)) ∩ L∞ ((0, T )× (0, 1)) solution
faible de notre problème (voir définition 4.1). Alors, ∀τ ∈ [0, T ] et ∀φ ∈ C1 ([0, τ ]× [0, 1]) tel
que
φ(t, 1) = 0 ∀t ∈ [0, τ ], on a :∫ τ

0

∫ 1

0

ρ(t, x) [∂tφ(t, x) + λ((Wj(t))j, x)∂xφ(t, x)− µ((Wj(t))j, x)φ(t, x)] dxdt

+

∫ τ

0

r(t, (Wj(t))j)φ(t, 0)dt+

∫ 1

0

ρ0(x)φ(0, x)dx−
∫ 1

0

ρ(τ, x)φ(τ, x)dx = 0

Démonstration. voir en annexe A.6, la preuve est basée sur celle du lemme 2.2. de l’article
[6].

Par rapport à la définition 4.1 de solution faible, on retire l’hypothèse φ(τ, x) = 0, ∀x ∈
[0, 1]. En contrepartie, le terme −

∫ 1

0
ρ(τ, x)φ(τ, x)dx apparait dans la formulation variation-

nelle. Notons que si ρ vérifie la proposition 4.12, alors il est clair que ρ est une solution faible.
On a donc équivalence entre les deux formulations.

Théorème 4.3 (Unicité locale). On considère δ qui vérifie (36). La solution faible
ρ ∈ C0 ([0, δ];L1(0, 1)) ∩ L∞ ((0, δ)× (0, 1)) de notre problème est unique.

Démonstration. voir la preuve en annexe A.7.
L’idée est la suivante :

1. On montre que si on a une autre solution faible ρ̄, alors elle appartient à C0 ([0, δ];L1(0, 1))∩
L∞ ((0, δ)× (0, 1)) et elle vérifie la formule analytique attendue (47) (similaire à celle vé-
rifiée par la solution ρ). Pour montrer cela, la clé est de considérer le problème dual (45)
et d’appliquer la proposition 4.12 en prenant pour φ la solution du problème dual.
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2. À partir de (47), on montre avec la proposition 4.4 que les (W̄i)i := (
∫ 1

0
ωiρ̄)i sont un

point fixe de F dans
N∏
j=1

Ωδ,Mj
(l’appartenance des (W̄i)i à cet ensemble n’est pas trivial,

on a notamment besoin du lemme de Grönwall).

3. Par unicité du point fixe, les (W̄i)i sont égaux aux (Wi)i, donc les courbes caractéristiques
sont aussi égales, et en remplaçant dans (47), on retrouve directement ρ̄ = ρ, ce qui conclue
la preuve.

Les théorèmes 4.2 et 4.3 donnent donc l’existence et l’unicité d’une solution faible ρ ∈
C0 ([0, δ];L1(0, 1)) ∩ L∞ ((0, δ)× (0, 1)) définit localement en temps, i.e. sur un intervalle de
temps [0, δ], pour δ qui vérifie (36). Il nous reste à étendre cette solution sur [0, T ] tout entier.
C’est l’objet du théorème 4.1 d’existence et unicité d’une solution faible globale. Le principe
de la preuve est exposé ci-dessous :

Principe de preuve du théorème 4.1. voir la preuve détaillée en annexe A.8
L’idée de la preuve est la suivante :

1. Existence d’une solution vérifiant (10) : On itère sur l’intervalle temporel de définition de
la solution. On a vu qu’on a existence d’une solution sur [0, δ0]× [0, 1] avec δ0 qui vérifie
(36). En itérant, on veut montrer qu’on a existence sur [0, δ0 + δ1 + . . .+ δm]× [0, 1] avec∑m

i=0 δi = T . On procède donc par récurrence (cela fonctionne grâce au point 3).
L’initialisation (existence d’une solution ρ sur [0, δ0] × [0, 1]) est donnée par le théorème
d’existence locale.
Au rang n, on définit ρ̃c (existe avec le théorème d’existence locale) solution faible de
(49), qui est le problème (4) sur [0, δn+1]× [0, 1] avec comme condition initiale
ρ̃c(0, •) = ρ(δ0 + . . . + δn, •), et comme flux entrant r(δ0 + . . . + δn + •, (W̃c,i(•))i) où
W̃c,i(t) =

∫ 1

0
ωiρ̃c(t, .).

Puis on prolonge naturellement ρ à l’aide de ρ̃c en une fonction ρ̄ définie sur [0, δ0 + . . .+
δn+1]× [0, 1] :  ρ̄(t, .) = ρ(t, .) , 0 ≤ t ≤ τ

ρ̄(t, .) = ρ̃c(t− τ, .) , τ ≤ t ≤ τ + δn+1

On montre alors (dans l’idée ce n’est pas compliqué mais il y a beaucoup de jeux d’écritures
et de notations) que ρ̄ est une solution faible sur [0, δ0+ . . .+ δn+1]× [0, 1], et que ρ̄ vérifie
(10) pour t ≤ δ0 + . . .+ δn+1.

2. Unicité : On procède aussi en itérant. On suppose qu’on a deux solutions faibles ρ1 et ρ2
sur [0, T ]× [0, 1]. Le théorème d’unicité locale donne ρ1 ≡ ρ2 sur [0, δ0]× [0, 1].
Pour t ≥ δ0, on définit ρ1c(t− δ0, .) := ρ1(t, .) et ρ2c(t− δ0, .) := ρ2(t, .).
On montre alors que pour k ∈ {1, 2}, ρkc est solution faible sur [0, δ1] × [0, 1] du même
problème (62). Le théorème d’unicité locale donne alors ρ1c ≡ ρ2c , et donc ρ1 ≡ ρ2 sur
[0, δ0 + δ1]× [0, 1]. On peut itérer ce raisonnement, et on trouve ρ1 ≡ ρ2 sur [0, δ0 + . . .+
δm]× [0, 1], d’où l’unicité globale.

3. Atteindre T : Il faut s’assurer qu’il existe bien un m tel que
∑m

i=0 δi atteint T . Pour cela,
on montre qu’on peut minorer les δi par une constante indépendante de l’itération. Cette
minoration peut être faite car ρ ∈ L∞((0, T )× (0, 1)).
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5 Problème stationnaire
On a vu dans la section 3.3 sur les données expérimentales qu’à l’échelle d’une ponte, la

dynamique des ovocytes de petite et moyenne taille (comprise entre environ 40µm et 580µm)
peut être vue comme un problème stationnaire (car indépendante du temps de mesure). On va
donc s’intéresser au problème stationnaire lié à notre modèle EDP.
Dans cette section, on considère le problème stationnaire correspondant à (4) avec un flux
d’entrée r indépendant du temps mais dépendant de la densité d’ovocytes :

0 = −∂x
(
λ
(
(W̄i)1≤i≤n1 , x

)
ρ̄ (x)

)
− µ

(
(W̄i)n1+1≤i≤n1+n2 , x

)
ρ̄ (x) , x ∈ (0, 1)

lim
x→0

λ
(
(W̄i)1≤i≤n1 , x

)
ρ̄ (x) = r

(
(W̄i)n1+n2<i≤n1+n2+n3

) (14)

avec (n1, n2, n3) ∈ N3 et ∀i ∈ {1, . . . , N}, W̄i =
∫ 1

0
ωi(y)ρ̄(y)dy où ωi > 0 ∈ L∞(0, 1).

On peut réécrire ce problème sous la forme suivante :
ρ̄ ′(x) = −µ((W̄i)i,x)+∂xλ((W̄i)i,x)

λ((W̄i)i,x)
ρ̄(x), x ∈ (0, 1)

lim
x→0

λ
(
(W̄i)i, x

)
ρ̄ (x) = r((W̄i)i)

(15)

Definition 5.1 (Solution du problème stationnaire). ρ̄ est une solution du problème station-
naire si ρ̄ ∈ C1([0, 1],R∗

+) et si ρ̄ vérifie (15), où ∀i ∈ {1, . . . , N}, W̄i =
∫ 1

0
ωi(y)ρ̄(y)dy.

5.1 Existence-unicité pour des cas particuliers

Pour simplifier les notations, on définit les fonctions les fonctions f et g suivantes, respec-
tivement définis sur Rn1+n3

+ × [0, 1] et Rn1+n2
+ × [0, 1] :

f((Wi)i, x) :=
r((Wi)i)

λ((Wi)i, x)
et g((Wi)i, x) :=

x∫
0

µ((Wi)i, y)

λ((Wi)i, y)
dy

Pour la suite, on se place dans le cadre suivant :
Hypothèses sur f et g :

• f ∈ C1(Rn1+n3
+ × [0, 1],R∗

+) et g ∈ C1(Rn1+n2
+ × [0, 1],R+) (i)

• ∃M > 0 tel que ∀(Wi)i ∈ Rn1+n3
+ , ∥f((Wi)i, .)∥L1(0,1) ≤

M
maxj∈[0,N ]∥ωj∥∞

(ii)

En particulier cette hypothèse est vérifiée si f est bornée.

Proposition 5.1 (solution du problème linéaire). Soient (Wi)1≤i≤N ∈ (R+)
N fixés, avec N :=

n1 + n2 + n3. Le problème (15) associé a pour solution ρ̄ ∈ C1([0, 1],R∗
+) vérifiant :

ρ̄(x) =
r((Wi)i)

λ((Wi)i, x)
e
−

x∫
0

µ((Wi)i,y)

λ((Wi)i,y)
dy
, x ∈ [0, 1]

On va montrer l’existence d’une unique solution de (15) avec un argument de type point
fixe, en s’inspirant de ce qu’on a fait pour montrer l’existence-unicité d’une solution faible de
l’EDP.
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Definition 5.2 (application F). On définit l’application F : [0,M ]N −→ [0,M ]N telle que :
∀j ∈ [[1, N ]], ∀(Wi)i ∈ [0,M ]N , alors :

Fj((Wi)i) :=

1∫
0

ωj(x)
r(Wi)i

λ((Wi)i, x)
e
−

x∫
0

µ((Wi)i,y)

λ((Wi)i,y)
dy
dx =

1∫
0

ωj(x)f((Wi)i, x)e
−g((Wi)i,x)dx

Remarque 5.1. Soit j ∈ [[1, N ]], et soit (Wi)i ∈ [0,M ]N , on a :

|Fj((Wi)i)| ≤ ∥ωj∥∞

1∫
0

|f((Wi)i, x)| dx = ∥ωj∥∞ ∥f((Wi)i, .)∥L1(0,1) ≤M

et il est clair (sous l’hypothèse (i)) que Fj((Wi)i) ≥ 0. Donc F est bien à valeur dans [0,M ]N .

Montrons que F est continue et même contractante sous certaines conditions (on ne consi-
dèrera pas les conditions les plus faibles par soucis de clarté et simplicité).
Soient (Wi)i et (W̄i)i dans [0,M ]N , et soit j ∈ [0, N ], alors :

∣∣Fj((Wi)i)− Fj((W̄i)i)
∣∣ ≤ 1∫

0

ωj(x)
∣∣f((Wi)i, x)− f((W̄i)i, x)

∣∣ e−g((Wi)i,x)dx

+

1∫
0

ωj(x)f((W̄i)i, x)
∣∣g((Wi)i, x)− g((W̄i)i, x)

∣∣ dx
≤ ∥ωj∥L1(0,1)

∑
i

∥fWi
∥∞
∣∣Wi − W̄i

∣∣+ ∥ωj∥L1(0,1) ∥f∥∞
∑
i

∥gWi
∥∞
∣∣Wi − W̄i

∣∣
≤ ∥ωj∥L1(0,1)

(
n1∑
i=1

(∥fWi
∥+ ∥f∥ ∥gWi

∥)
∣∣Wi − W̄i

∣∣+ n2∑
i=n1+1

∥f∥ ∥gWi
∥
∣∣Wi − W̄i

∣∣)

+ ∥ωj∥L1(0,1)

N∑
i=n1+n2+1

∥fWi
∥
∣∣Wi − W̄i

∣∣
et en posant

C := max
i

(∥fWi
∥+ ∥f∥ ∥gWi

∥ , ∥f∥ ∥gWi
∥ , ∥fWi

∥) (16)

∣∣Fj((Wi)i)− Fj((W̄i)i)
∣∣ ≤ ∥ωj∥L1(0,1)C

N∑
i=1

∣∣Wi − W̄i

∣∣

Donc

N∑
j=1

∣∣Fj((Wi)i)− Fj((W̄i)i)
∣∣ ≤ N∑

j=1

C ∥ωj∥L1(0,1)

N∑
i=1

∣∣Wi − W̄i

∣∣
F est donc (uniformément) continue et en supposant

N∑
j=1

C ∥ωj∥L1(0,1) < 1, F est même contrac-

tante. On a donc les deux propositions suivantes :
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Proposition 5.2. Sous les hypothèses énoncées en début de section sur f et g, F admet un
point fixe sur [0,M ]N .

Démonstration. F est continue sur un convexe compact donc le théorème du point fixe de
Brouwer donne directement l’existence d’un point fixe.

Proposition 5.3. Si de plus, F est contractante, alors F admet un unique point fixe dans

[0,M ]N . En particulier, si C
N∑
j=1

∥ωj∥L1(0,1) < 1 (avec C qui vérifie (16)) alors F admet un

unique point fixe dans [0,M ]N .

Démonstration. F est contractante sur [0,M ]N , qui est un espace complet car fermé de RN ,
qui est complet. Le théorème du point fixe de Banach garantie donc l’existence d’un unique
point fixe de F dans [0,M ]N .

On note (W̄j)j∈[[1,N ]] un point fixe de F , i.e. ∀j ∈ [[1, N ]],

W̄j =

1∫
0

ωj(x)f((W̄i)i, x)e
−g((W̄i)i,x)dx

Le candidat a être une solution du problème stationnaire est :

ρ̄(x) = f((W̄i)i, x)e
−g((W̄i)i,x) sur [0, 1] (17)

Comme attendu, on a le théorème suivant :

Théorème 5.1 (Existence). ρ̄ ∈ C1([0, 1],R∗
+) définie par (17) est solution du problème (15).

Démonstration. On se donne (W̄j)j∈[[1,N ]] un point fixe de F . f et g sont C1 par rapport à x et

f à valeur dans R∗
+, donc ρ̄ ∈ C1([0, 1],R∗

+). De plus, on a directement W̄j =
1∫
0

ωj(x)ρ̄(x)dx .

ρ̄(0) = f((W̄i)i, 0) =
r((W̄i)i)

λ((W̄i)i, 0)
donc la condition initiale est respectée

et soit x ∈ [0, 1], alors :

ρ̄′(x) = −λx((W̄i)i, x)r((W̄i)i)

λ((W̄i)i, x)
e
−

x∫
0

µ((W̄i)i,y)

λ((W̄i)i,y)
dy

− µ((W̄i)i, x)r((W̄i)i)

λ((W̄i)i, x)
e
−

x∫
0

µ((W̄i)i,y)

λ((W̄i)i,y)
dy

= −µ((W̄i)i, x) + λx((W̄i)i, x)

λ((W̄i)i, x)

[
r(W̄i)i

λ((W̄i)i, x)
e
−

x∫
0

µ((W̄i)i,y)

λ((W̄i)i,y)
dy

]

= −µ((W̄i)i, x) + λx((W̄i)i, x)

λ((W̄i)i, x)
ρ̄(x)

Donc ρ̄ est bien solution de (15).
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Montrons à présent le résultat suivant :

Théorème 5.2 (Unicité). Si F est contractante, alors la solution de (15) est unique.

Démonstration. Soit ρ̃ ∈ C1([0, 1],R∗
+) une autre solution de (15), i.e. vérifie :

ρ̃ ′(x) = −µ((W̃i)i,x)+∂xλ((W̃i)i,x)
λ((W̃i)i,x)

ρ̃(x), x ∈ (0, 1)

ρ̃ (x) = r(( ¯̃Wi)i)

λ(( ¯̃Wi)i,0)
> 0

(18)

avec W̃i =
1∫
0

ωi(x)ρ̃(x)dx, ∀i ∈ [[1, N ]].

Soit x ∈ [0; 1], alors ∀y ∈ [0, x],

ρ̃′(y)

ρ̃(y)
= −

µ
(
(W̃i)i, y

)
+ ∂xλ

(
(W̃i)i, y

)
λ
(
(W̃i)i, y

)
et en intégrant sur [0 ;x], on trouve :

ρ̃(x) = ρ̃(0)e
−

x∫
0

µ((W̃i)i,y)+∂xλ((W̃i)i,y)
λ((W̃i)i,y)

dy

Donc

W̃j =

1∫
0

ωj(x)ρ̃(x)dx =

1∫
0

ωj(x)ρ̃(0)e
−

x∫
0

µ((W̃i)i,y)+∂xλ((W̃i)i,y)
λ((W̃i)i,y)

dy
dx = Fj((W̃i)i), ∀j ∈ [[1, N ]]

et

W̃j = Fj((W̃i)i) ≤ ∥ωj∥∞
∥∥∥f((W̃i)i, .)

∥∥∥
L1(0,1)

≤M

Donc par unicité du point fixe de Banach, ∀j ∈ [[1, N ]], W̃j = W̄j, et en remplaçant directement
dans l’expression de ρ̃, on trouve ρ̃ ≡ ρ̄, d’où l’unicité.

À présent, nous allons préciser les conditions d’existence-unicité de solution dans plusieurs
cas simple, pour lesquels on a parfois une solution analytique.

Cas 1 : On regarde l’EDO suivante : ρ̄ ′(x) = −µ(x)+λ′(x)
λ(x)

ρ̄(x), x ∈ (0, 1)

ρ̄ (0) = r(W̄ )
λ(0)

(19)

avec r(W̄ ) = c1
1+c2W̄

et W̄ =
1∫
0

ω(x)ρ̄(x)dx, et où µ ≥ 0, λ > 0 sont C1.
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Proposition 5.4. Le problème (19) admet une unique solution donnée par :

ρ̄(x) = ρ̄(0)e
−

x∫
0

µ(y)+λ′(y)
λ(y)

dy
, x ∈ [0, 1]

avec :

ρ̄(0) =
−λ(0) +

√
λ(0)2 + 4c1c2λ(0)

∫ 1

0
ω(x)e−

∫ x
0

µ+λ′
λ dx

2c2λ(0)
∫ 1

0
ω(x)e−

∫ x
0

µ+λ′
λ dx

(20)

Démonstration. Supposons que (19) admet une solution ρ̄. Alors en intégrant, on a :

ρ̄(x) = ρ̄(0)e
−

x∫
0

µ(y)+λ′(y)
λ(y)

dy
, x ∈ [0, 1]

Et en remplaçant dans l’équation ρ̄ (0) = r(W̄ )
λ(0)

, on obtient directement :

ρ̄(0)λ(0) =
c1

1 + c2ρ̄(0)
∫ 1

0
ω(x)e−

∫ x
0

µ+λ′
λ dx

Or l’unique solution positive de cette équation est (20).
Réciproquement, si

ρ̄(x) = ρ̄(0)e
−

x∫
0

µ(y)+λ′(y)
λ(y)

dy
, x ∈ [0, 1]

avec ρ̄(0) qui vérifie (20), alors ρ̄ est bien solution du problème (19), ce qui termine la preuve.

Cas 2 : On regarde l’EDO suivante : ρ̄ ′(x) = −µ(x)+λ′(x)
λ(x)

ρ̄(x), x ∈ (0, 1)

ρ̄ (0) = r(W̄1,W̄2)
λ(0)

(21)

avec r(W̄1, W̄2) = c3
1+c1W̄1

1+c2W̄2
, et W̄i =

1∫
0

ωi(x)ρ̄(x)dx, pour i ∈ {1, 2}, et où µ ≥ 0, λ > 0 sont C1.

En faisant un raisonnement identique à celui fait dans le cas précédent, on arrive au résultat
suivant :

Proposition 5.5. Le problème (21) admet une unique solution donnée par :

ρ̄(x) = ρ̄(0)e
−

x∫
0

µ(y)+λ′(y)
λ(y)

dy
, x ∈ [0, 1]

avec :

ρ̄(0) =
−λ(0) + c1c3α1 +

√
[λ(0)− c1c3α1]

2 + 4c2c3α2λ(0)

2c2α2λ(0)

où αi =
∫ 1

0
ωi(x)e

−
∫ x
0

µ+λ′
λ dx pour i ∈ {1, 2}
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Cas 3 : On considère l’EDO suivante :
ρ̄ ′(x) = −µ(W̄3,x)+∂xλ(W̄2,x)

λ(W̄2,x)
ρ̄(x), x ∈ (0, 1)

ρ̄ (0) = r(W̄1)
λ(0)

(22)

avec r(W̄1) = c1
1+c2W̄1

, λ(W̄2, x) = f1(x)
[
1 + g1(x)W̄2

]
, µ(W̄3, x) = f2(x)

[
1 + g2(x)W̄3

]
où

f1, g1, f2, g2 ∈ C1([0, 1],R+), f1 > 0, et W̄i =
1∫
0

ωi(x)ρ̄(x)dx, pour i ∈ {1, 2, 3}.

Les hypothèses (i) et (ii) sur f et g (voir début de la section 5.1) sont vérifiées.
De plus, avec un raisonnement identique à celui effectué dans le cas général, on peut montrer
que F : [0,M ]3 −→ [0,M ]3 est contractante si la condition suivante est vérifiée :

c1max

c2 1∫
0

∑
i ωi

f1
,

1∫
0

∑
i ωi

f1

[
g1 +

∫ x

0

f2g1(1 + g2M)

f1

]
,

1∫
0

∑
i ωi

f1

∫ x

0

f2g2
f1

 < 1 (23)

avec M = c1 max
i∈[[1,3]]

(∫ 1

0
ωi

f1

)
. Les théorèmes 5.1 et 5.2 donnent directement le résultat suivant :

Proposition 5.6. Le problème (22) admet une solution. De plus, si la condition (23) est
vérifiée, alors cette solution est unique.

Notons que dans ce cas, on a pas de formule analytique pour la solution.

Cas 4 : On considère à présent l’EDO suivante :
ρ̄ ′(x) = −∂xλ(W̄ ,x)

λ(W̄ ,x)
ρ̄(x), x ∈ (0, 1)

ρ̄ (0) = r(W̄ )

λ(W̄ ,0)

(24)

avec r(W̄ ) = c(1 + W̄ ), λ(W̄ , x) = f1(x)

1+W̄
et W̄ =

∫ 1

0
ωρ̄, et où f1 > 0 est C1. Notons que

l’hypothèse (ii) sur f n’est pas vérifiée, on ne rentre donc pas dans le cadre des théorèmes 5.1
et 5.2 d’existence et d’unicité d’une solution. On va montrer la proposition suivante :

Proposition 5.7. Notons α =
∫ 1

0
ω(x)
f1(x)

dx.

• Si c ≤ 1
4α

, alors le problème (24) admet une unique solution donnée par :

ρ̄(x) =
1− 2cα +

√
1− 4cα

2cαf1(x)
, x ∈ [0, 1] (25)

• Sinon, le problème (24) n’admet aucune solution.

Démonstration. Soit ρ̄ une solution du problème (24), que l’on peut réécrire ainsi : ρ̄ ′(x) = −f ′
1(x)

f1(x)
ρ̄(x), x ∈ (0, 1)

ρ̄ (0) = c
f1(0)

(1 +W )2

L’EDO ne dépend donc pas de W . En intégrant, on obtient :

ρ̄(x) =
ρ̄(0)f1(0)

f1(x)
, x ∈ [0, 1]
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et en remplaçant dans l’expression de la condition initiale, on obtient directement :

ρ̄(0)f1(0) = c(1 + f1(0)ρ̄(0)α)
2

ρ̄(0) est donc racine d’un polynôme de degré 2, dont le discrimant vaut ∆ = f1(0)
2 [1− 4αc].

Si c > 1
4α

, alors ∆ < 0. Le polynôme n’a pas de racine réelle, ce qui est absurde. Le problème
(24) n’a donc pas de solution.
Si c ≤ 1

4α
, alors l’unique racine positive du polynôme est :

ρ̄(0) =
1− 2cα +

√
1− 4cα

2cαf1(0)

Donc ρ̄(x) = ρ̄(0)f1(0)
f1(x)

= 1−2cα+
√
1−4cα

2cαf(x)
, x ∈ [0, 1]. Réciproquement, on vérifie facilement que ρ̄

définit ainsi est bien une solution.

Remarque 5.2. On a simplifié au maximum les expressions de r et λ pour simplifier les calculs,
mais on peut mener le même type de raisonnement en considérant par exemple r(W̄1) = c4

1+c1W̄1

1+c2W̄2

et λ(W3, x) =
f1(x)

1+c3W̄3
. On trouvera aussi des cas pour lesquels il n’y a pas de solution, en fonction

du signe du discriminant du polynôme dont est racine ρ̄(0).

5.2 Schéma numérique pour le problème stationnaire

5.2.1 Description du schéma

Principe :
Soient (W1, . . . ,WN) ∈ R+

N , et soit ρ̄(W ) la solution (EDO linéaire d’ordre 1 avec condition
de Cauchy donc admet une unique solution) associée de :

ρ̄ ′(x) = −µ((Wi)i,x)+∂xλ((Wi)i,x)
λ((Wi)i,x)

ρ̄(x), x ∈ (0, 1)

lim
x→0

λ ((Wi)i, x) ρ̄ (x) = r((Wi)i)

(26)

Posons J : R+
N −→ R+ tel que :

J (W1, . . . ,WN) =
N∑
i=1

∣∣∣∣∫ 1

0

ωi(x)ρ̄(W )(x)dx − Wi

∣∣∣∣2
Supposons que notre problème stationnaire a une unique solution.

(
W̄1, . . . , W̄N

)
=: W̄ est

un minimum de J ssi ∀j ∈ [1, . . . , N ],
∫ 1

0
ωj(x)ρ̄(W̄ )(x)dx = W̄j ssi ρ̄(W̄ ) est la solution du

problème stationnaire.
Plus généralement, J a n racines ssi on a existence de n solutions de (15). J n’a aucune racine
ssi le minimum de J est strictement positif ssi (15) n’a aucune solution.

On va donc chercher à minimiser J . Pour minimiser J , du fait de la régularité des données,
on peut utiliser un algorithme à direction de descente (méthode de Broyden-Fletcher-Goldfarb-
Shanno par exemple). En effet, montrons que J est différentiable.

Différentiabilité de J :
On suppose r ∈ C1(([0,+∞))n3×[0, 1]), λ ∈ C1(([0,+∞))n1×[0, 1]), λ > 0, µ ∈ C1(([0; +∞))n2×
[0, 1]), µ ≥ 0.
Pour simplifier les notations, on pose : f(W ) := r((Wi)i)

λ((Wi)i,0)
et h(W,x) := −µ((Wi)i,x)+∂xλ((Wi)i,x)

λ((Wi)i,x)
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Proposition 5.8. Sous les hypothèses précédentes, J est différentiable et ∀j ∈ [[1, N ]],

∂J

∂Wj

(W ) = 2
N∑
i=1

(∫ 1

0

ωiρ̄(W ) − Wi

)(∫ 1

0

ωi
∂ρ̄

∂Wj

(W ) − δij

)
(27)

où ∂ρ̄
∂Wj

(W ) vérifie le problème de Cauchy suivant :
d
dx

∂ρ̄
∂Wj

(W ) = h(W ) ∂ρ̄
∂Wj

(W ) + ∂h
∂Wj

(W )ρ̄(W ), sur [0,1]

∂ρ̄
∂Wj

(W )(0) = ∂f
∂Wj

(W )

(28)

Démonstration. Soit j ∈ [[0, N ]]. On va d’abord montrer les deux points suivants :

i) ∂ρ̄
∂Wj

(W ) existe et vérifie (28).

ii) ∂
∂Wj

∫ 1

0
ωiρ̄(W ) existe et ∂

∂Wj

∫ 1

0
ωiρ̄(W ) =

∫ 1

0
ωi

∂ρ̄
∂Wj

(W )

i) Soit a > 0 et W ∈ [0, a]N . ρ̄(W ) est la solution du problème (26), donc ∀x ∈ [0, 1],

ρ̄(W )(x) = f(W )e
∫ x
0 h(W,y)dy (29)

Or d’après les hypothèses, il est clair que f et h sont dérivables en Wj. De plus, h est continue
sur [0, a]N × [0, 1] compact, donc bornée. Le théorème de dérivation des intégrales à paramètres
donne donc l’existence de ∂

∂Wj

∫ 1

0
h(W, y)dy et

∂

∂Wj

∫ 1

0

h(W, y)dy =

∫ 1

0

∂h

∂Wj

(W, y)dy

Donc, d’après (29), ∂ρ̄
∂Wj

(W ) existe et on a :

∂ρ̄

∂Wj

(W )(x) =
∂f

∂Wj

(W )e

x∫
0

h(W,y)dy
+ f(W )

x∫
0

∂h

∂Wj

(W, y)dye

x∫
0

h(W,y)dy
, x ∈ [0, 1] (30)

On a montré ce résultat sur [0, a]N pour tout a > 0. Il est donc valable sur [0,+∞[N . De plus,
notons qu’à partir de (30) on peut vérifier aisément que ∂ρ̄

∂Wj
(W ) vérifie (28).

ii) Soit a > 0. En appliquant le théorème de continuité des intégrales à paramètres, on peut
montrer à partir de (30) que ∂ρ̄

∂Wj
est continue sur [0, a]N × [0, 1] compact, et donc en particulier

bornée. On peut donc appliquer le théorème de dérivabilité des intégrales à paramètres pour
montrer que ∂

∂Wj

∫ 1

0
ωiρ̄(W ) existe et ∂

∂Wj

∫ 1

0
ωiρ̄(W ) =

∫ 1

0
ωi

∂ρ̄
∂Wj

(W ). Encore une fois, on a
montré ce résultat sur [0, a]N pour tout a > 0. Il est donc valable sur [0,+∞[N .
Finalement, on déduit de ii) que J est différentiable et :

∂J

∂Wj

(W ) = 2
N∑
i=1

(∫ 1

0

ωiρ̄(W ) − Wi

)
∂

∂Wj

(∫ 1

0

ωiρ̄(W ) − Wi

)

= 2
N∑
i=1

(∫ 1

0

ωiρ̄(W ) − Wi

)(
∂

∂Wj

∫ 1

0

ωiρ̄(W ) − δij

)

= 2
N∑
i=1

(∫ 1

0

ωiρ̄(W ) − Wi

)(∫ 1

0

ωi
∂ρ̄

∂Wj

(W ) − δij

)
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5.2.2 Implémentation du schéma

On a implémenté le schéma numérique en langage Python. On détaille ici les outils (issus
de librairies Python) utilisés pour évaluer et minimiser J , et la façon de procéder.
Pour minimiser J , on utilise la fonction minimize du module optimize de la librairie SciPy. Cette
fonction nous permet d’appliquer la méthode BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno) pour
minimiser J . Pour utiliser cette méthode de minimisation, nous avons besoin de pouvoir éva-
luer numériquement J et ∇J pour n’importe quel W ∈ RN

+ . Nous allons détailler la façon avec
laquelle nous évaluons ces fonctions.

Evaluation numérique de J(W ) :
Soit W ∈ [0,+∞[N . On résout le système d’EDO linéaire suivant avec la fonction odeint du
module integrate de la librairie SciPy :

dρ̄
dx
(x) = h(W,x)ρ̄(x), x ∈ [0, 1]

I ′i(x) = ωi(x)ρ̄(x), x ∈ [0, 1], i ∈ [[1, N ]]

ρ̄(0) = f(W )

Ii(0) = 0, i ∈ [[1, N ]]

(31)

On a un unique paramètre de discrétisation h qui est le pas de subdivision (que l’on choisi
uniforme) de l’intervalle [0, 1] utilisé pour résoudre le système d’EDO. En sortie de la résolution
de ce système, on récupère les valeurs approchées Ii,h(1) des Ii(1) =

∫ 1

0
ωiρ̄. Finalement, la valeur

approchée numériquement de J(W ) est donnée par :

Jh(W ) =
N∑
i=1

(Ii,h(1)−Wi)
2

Evaluation numérique de ∇J(W ) :
On résout avec odeint le système d’EDO linéaire suivant :

dρ̄
dx
(x) = h(W,x)ρ̄(x), x ∈ [0, 1]

d
dx

∂ρ̄
∂Wj

(x) = h(W,x) ∂ρ̄
∂Wj

(x) + ∂h
∂Wj

(W,x)ρ̄(x), x ∈ [0, 1]

I ′i(x) = ωi(x)ρ̄(x), x ∈ [0, 1], i ∈ [[1, N ]]

J ′
ij(x) = ωi(x)

∂ρ̄
∂Wj

(x), x ∈ [0, 1], (i, j) ∈ [[1, N ]]2

ρ̄(0) = f(W )

∂ρ̄
∂Wj

(0) = ∂f
∂Wj

(W )

Ii(0) = 0, i ∈ [[1, N ]]

Jij(0) = 0, (i, j) ∈ [[1, N ]]2

(32)

En sortie, on récupère les valeurs approchées Ii,h(1) des Ii(1) =
∫ 1

0
ωiρ̄ et les valeurs approchées

Jij,h(1) des Jij(1) =
∫ 1

0
ωi

∂ρ̄
∂Wj

. Finalement, la valeur approchée numériquement des ∂J
∂Wj

(W ) est
donnée par : (

∂J

∂Wj

)
h

(W ) = 2
N∑
i=1

(Ii,h(1)−Wi) (Jij,h(1)− δij)
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On pourrait par exemple utiliser les méthodes RK45 ou DOP853 (méthodes de Runge-Kutta)
qui sont aussi disponibles dans le module Scipy.integrate, mais (pour l’instant du moins), la
vitesse de calcul et la précision de la méthode est largement suffisante.

5.2.3 Tests et validation du schéma

On va tester le schéma sur les quatre cas détaillés précédemment dans la section sur
l’existence-unicité de solutions au problème stationnaire. Pour les deux premiers cas, on a
une solution analytique connue. Pour le troisème cas, on a existence d’une solution et on a
une condition qui assure l’unicité. Enfin, pour le dernier cas, on a une condition nécessaire et
suffisante à l’existence d’une solution.
Dans toute cette partie, on notera E l’erreur relative en norme 2 entre la solution exacte ρ̄ex
et la solution approchée ρ̄h = ρ̄(W̄h), où W̄h est l’approximation numérique du minimum de la
fonctionnelle J :

E :=

∫ 1

0
(ρ̄ex − ρ̄h)

2∫ 1

0
ρ̄2ex

Cas 1 :
Données : Pour pouvoir calculer la solution exacte sans approximation (pas d’intégrales ou
d’exponentielles à approcher), on se place dans un cas très simple. On pose µ ≡ 0, λ = 1

x+1
,

ω ≡ 1, c1 = c2 = 1. Ainsi la solution exacte vaut ρ̄ex = (x+ 1)−1+
√
7

3
.

Paramètres de l’algorithme : On choisit arbitrairement d’initialiser l’algo de minimisation à
W0 = 1, et on fixe le critère d’arrêt gtol (valeur maximale de la norme du gradient pour la-
quelle on arrête l’algo) à 10−10.
Résultats : La courbe de convergence suivante (voir figure 19) montre que le schéma numérique
converge et est d’ordre 2 (dans ce cas précis). Ceci est directement lié à l’ordre de la méthode
odeint. De plus, dans ce cas précis, pour tous les pas de discrétisations h testés, l’algorithme de
descente BFGS fait 5 itérations, pour 7 évaluations de J et 7 évaluations de ∇J . Concernant
le temps d’exécution de l’algorithme, on observe une convergence très rapide d’un ordre proche
de −17 (dans ce cas précis), c’est à dire que si on multiplie par 10 le temps de calcul, l’erreur
est divisée par 1017 (voir figure 19).
Dans le cas 1, la fonctionnelle à minimiser est définie sur R, elle est facile à minimiser et on

Figure 19 : Cas 1 avec µ ≡ 0, λ = 1
x+1

, ω ≡ 1, c1 = c2 = 1. À gauche, courbe de convergence
du schéma numérique pour le problème stationnaire. À droite, courbe du log10 de l’erreur en
fonction du log10 du temps de calcul (en secondes) de l’algorithme BFGS (moyenne sur 500
tests).
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peut même la minimiser rapidement "à la main", sans utiliser d’algorithme d’optimisation. On
va donc s’intéresser au cas 2, pour lequel la fonctionnelle est définie sur R2.
Cas 2 :
Données : Comme précédemment, pour pouvoir calculer la solution exacte sans approxima-
tions, on se place dans un cas simple. On pose µ = 0, λ = 1

x+1
, ω1 = 1[0,1], ω2 = 1[0,0.5], c1 = 2,

c2 = c3 = 1. Ainsi, on peut calculer la solution exacte à partir de la proposition 21 :
ρ̄ex = 4

5

(
2 +

√
13/2

)
(x+ 1).

Paramètre de l’algorithme : On choisit arbitrairement d’initialiser l’algo de minimisation à
W0 = (1, 1), et on fixe le critère d’arrêt gtol (valeur maximale de la norme du gradient pour
laquelle on arrête l’algo) à 10−10 (on trouve des résultats similaires pour un critère d’arrêt plus
petit).
Résultats : On peut voir sur la figure 20 (panels du haut) que l’erreur relative E est globa-
lement comprise entre 10−7 et 10−8 pour tous les pas de discrétisation de [0, 1]. L’algorithme
d’optimisation ne permet pas d’être plus précis que cela. Lorsque l’on trace la fonctionnelle
(voir panels du bas de la figure 20), on voit un "plateau" autour du minimum qui complique
sûrement la tâche de l’algorithme d’optimisation.

Figure 20 : Cas 2 avec µ ≡ 0, λ = 1
x+1

,ω1 = 1[0,1], ω2 = 1[0,0.5], c1 = 2, c2 = c3 = 1. En haut
à gauche, courbe de convergence du schéma numérique pour le problème stationnaire. En haut
à droite, courbe du log10 de l’erreur en fonction du log10 du temps de calcul (en secondes) de
l’algorithme BFGS (moyenne sur 50 tests). En bas à gauche, courbe de la fonctionnelle J sur
[0, 10]× [0, 10] (le minimum est en (5.46, 2.27)). En bas á droite, courbe des isovaleurs de J aux
alentours du minimum.
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Cas 3 : Dans ce cas on a pas de solution analytique mais on sait qu’on a existence et
unicité d’une solution (si on respecte la condition de contractibilité). La plus-value de ce cas
par rapport aux précédents est qu’on a une régulation sur les trois termes de notre EDO µ, λ, r,
et la fonctionnelle J est définie sur R3.
Données : On pose λ(x) = f1(x)(1+(0.2x+1)W2), µ(x) = 0.5(1+W3), r(x) = c1

1+W1
, on choisit

c1 de façon à ce que (23) soit vraie (c1 ≃ 0.22), et f1(x) = 100(x− 0.005)(x− 0.2)(x− 0.8)2+1.
On pose ω1(x) = 1[0,1], ω2(x) = 1[0,0.5], ω3(x) = 1[0.5,1].
Paramètre de l’algorithme : On choisit arbitrairement d’initialiser l’algo de minimisation à
W0 = (M/2,M/2,M/2), et on fixe le critère d’arrêt gtol à 10−10.
Paramètre de discrétisation : On veut choisir une discrétisation assez fine pour bien approcher
la solution mais assez grossière pour ne pas faire de calculs inutiles. Pour cela, on compare les
valeurs des Jh̃(W̄h)

∥W̄h∥2

2

pour différents h, et où Jh̃ est l’approximation de la fonctionnelle J pour un

pas h̃ assez fin (inférieur aux valeurs de h que l’on teste). D’après la figure 21 (partie gauche), il
semble suffisant de se contenter d’un pas h de l’ordre de 10−1 (correspond à nx = 11), puisque
le fait de raffiner la discrétisation ne fait pas diminuer significativement Jh̃(W̄h)

∥W̄h∥2

2

.

Résultats : Sur la figure 21 (partie droite) on a reporté la solution numérique trouvée, ainsi que
la solution du même problème stationnaire sans rétro-actions.

Figure 21 : Cas 3 avec λ(x) = f1(x)(1 + (0.2x + 1)W2), µ(x) = 0.5(1 +W3), r(x) = c1
1+W1

,
c1 ≃ 0.22, f1(x) = 100(x − 0.005)(x − 0.2)(x − 0.8)2 + 1, ω1(x) = 1[0,1], ω2(x) = 1[0,0.5],
ω3(x) = 1[0.5,1]. À gauche, courbe des minimums de la fonctionnelle J (normalisée) en fonction
de la finesse de la discrétisation choisie pour calculer J et ∇J dans l’algorithme BFGS. À droite,
courbe de la solution numérique obtenue (pour une discrétisation nx = 10) en bleu, et courbe
de la solution sans rétro-contrôles en orange.

Cas 4 : On veut étudier le comportement de l’algorithme sur un cas où il n’y a pas de solutions.
On va donc faire varier le paramètre c (flux d’entrée) pour tester les deux cas de la proposition
5.8.
Données : On fixe f1(x) = 100(x− 0.005)(x− 0.2)(x− 0.8)2 + 1, et ω = 1[0.3,0.6].
Paramètres de l’algorithme : On fixe arbitrairement W0 = 5 et gtol = 10−10.
Paramètre de discrétisation pour les évaluations de J et ∇J : On fixe nx = 10
Résultats : On peut voir sur la figure 22 (graphique du haut) que la valeur minimale de la
fonctionnelle normalisée W̄h −→ Jh̃(W̄h)

∥W̄h∥2

2

est bien plus élevée lorsqu’on a aucune solution : on

observe un bond de l’ordre de 10−10 autour de cα = 0.25 (entre cα = 0.2499 et cα = 0.2501).
De plus, on observe aussi (graphiques du bas sur la figure 22) qu’ au voisinage de c = 0.25

α
,
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l’erreur relative E augmente : l’algorithme est moins précis (la fonctionnelle est plus plate
autour du minimum).

Figure 22 : Cas 4 avec f1(x) = 100(x− 0.005)(x− 0.2)(x− 0.8)2 +1 et ω = 1[0.3,0.6]. En haut,
log10(

Jh(W̄h)

∥W̄h∥2

2

) en fonction de cα pour c ∈
[
0.1
α
, 0.4

α

]
. En bas, log10(E) en fonction de cα pour

c ∈
[
0.1
α
, 0.25

α

]
(pour cα > 0.25 on a pas de solution).

5.3 Problème inverse du problème stationnaire

La mise en oeuvre d’un algorithme de résolution du problème stationnaire va nous permettre
de résoudre le problème inverse associée aux données expérimentales dont l’on dispose.
Cependant, avec les données expérimentales à notre disposition, le problème inverse est mal
posé : on est loin d’avoir unicité des paramètres qui permettent au modèle de bien approcher
les données. Commençons par le cas le plus simple, i.e. sans rétro contrôles dans notre modèle,
et sans mortalité.

5.3.1 Taux sans dépendance et pas de mortalité

Dans le cas où on omet les rétro-contrôles, on a une unique solution de (15) définie sur [0, 1]
tout entier et définie par :

ρ̄(x) =
r

λ(0)
e
−

x∫
0

µ(y)+λ′(y)
λ(y)

dy
=

r

λ(x)
e
−

x∫
0

µ(y)
λ(y)

dy
, x ∈ [0, 1] (33)

et si on néglige la mortalité, ce qui n’est pas incohérent d’un point de vue hypothèse biologique,
(µ ≡ 0), alors la forme de la solution est encore plus simple :

ρ̄(x) =
r

λ(x)
, x ∈ [0, 1] (34)
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Notons ρ̂ji la distribution expérimentale des ovocytes de l’échantillon j du point de temps i,
régularisée avec une méthode à noyau (KDE). En se basant sur (34), on note

λ̂ji (x) =
r̂ji

ρ̂ji (x)
, x ∈ [40, 580] (35)

On peut donc estimer les fonction taux de maturation pour chaque échantillon à un facteur
multiplicatif près. On a tracé 1

ρ̂ji
sur [44.8, 580] (à gauche) et sur [44.8, 300] (à droite) pour tout

i, j sur la figure 23.

Figure 23 : À gauche, 1

ρ̂ji
, pour tout i, j, pour les ovocytes dans la classe de taille 44.8−580 µm.

À droite, la même chose sur la classe de taille 44.8− 300 µm.
Paramètres des KDE : bandwith h de Silverman divisée par 2, et noyau Gaussien.
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6 Conclusion et perspectives
Ce stage a permis de développer, à partir des connaissances biologiques liées aux mécanismes

de l’ovogenèse et des données du LPGP, un modèle de dynamique des populations ovocytaires
des poissons modèles, que l’on peut voir comme une généralisation/variante du modèle EDP
présenté dans [3] et adapté aux mammifères.
Mathématiquement, ce modèle correspond a une équation de transport non linéaire avec terme
source, dont le terme de vitesse, le terme source et le flux d’entrée sont non-locaux. On a apporté
une preuve d’existence-unicité d’une solution faible pour cette équation.
Dans un second temps, nous avons remarqué en analysant les données expérimentales du LPGP
qu’à l’échelle d’une ponte, la dynamique des ovocytes de petite et moyenne taille (globalement
jusqu’à la fin de la vitellogenèse) peut en fait être assimilée à un problème statique. Nous
avons donc étudié mathématiquement (existence, unicité de solutions) le problème stationnaire
associé au modèle EDP, et nous avons mis au point une méthode numérique de résolution de
ce problème stationnaire.
Les perspectives à "court terme" de ces travaux sont naturellement d’étudier théoriquement la
convergence du modèle EDP en temps long, et de mettre au point un schéma numérique pour
le modèle EDP (en partant du schéma numérique développé dans [3] et [11]) qui converge en
temps long vers l’état d’équilibre, et qui le préserve.
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A Preuves des propositions et théorèmes pour l’existence-
unicité

A.1 Preuve du lemme 4.4

Démonstration. On note :∫ ξ2(t)

0

r(α, (Wi(α))i)

λ((Wj(α))j, 0)
e−

∫ t
α λx((Wj(θ))j ,ξ3(θ)) + µ((Wj(θ))j ,ξ3(θ))dθωi(y)dy =: ⋆∫ 1

ξ2(t)

ρ0(β)e
−

∫ t
0 λx((Wj(θ))j ,ξ4(θ)) + µ((Wj(θ))j ,ξ4(θ))dθωi(y)dy =: ⋆⋆

Pour le premier terme, on fait le changement de variable u = αt(y). On a donc (proposition
4.3) :

du = − 1

λ ((Wj(α))j, 0)
e−

∫ t
α λx((Wi(θ))j ,ξ3(θ))dθdy

En ce qui concerne les bornes :

• u(ξ2(t)) = α(t, ξ2(t)). Or par définition de α et par unicité des courbes caractéristiques
avec la même condition initiale on a : 0 = ξ3(u(ξ2(t)), t, ξ2(t)) = ξ2(u(ξ2(t))). Donc
u(ξ2(t)) = ξ−1

2 (0) = 0 par définition de ξ2.

• u(0) = α(t, 0). Donc par définition de α : 0 = ξ3(u(0); t, 0). Or s 7→ ξ3(s; t, 0) est stricte-
ment croissante et ξ3(t; t, 0) = 0, donc u(0) = t.

Donc finalement :

⋆ = −
∫ 0

t

r(u, (Wi(u))i)e
−

∫ t
u µ((Wj(θ))j ,ξ3(θ,t,α

−1
t (u)))dθωi(α

−1
t (u))du

et en utilisant la proposition 3, on a

⋆ =

∫ t

0

r(u, (Wi(u))i)e
−

∫ t
u µ((Wj(θ))j ,ξ3(θ;t,ξ3(t;u,0)))dθωi(ξ3(t;u, 0))du

et comme par unicité ξ3(θ; t, ξ3(t;u, 0)) = ξ3(θ;u, 0), on a finalement :

⋆ =

∫ t

0

r(u, (Wi(u))i)e
−

∫ t
u µ((Wj(θ))j ,ξ3(θ;u,0))dθωi(ξ3(t;u, 0))du

Pour le second terme, on fait le changement de variable x = βt(y). On a donc (proposition 4.3) :

dx = e−
∫ t
0 λx((Wj(θ))j ,ξ4(θ))dθdy

En ce qui concerne les bornes :

• x(ξ2(t)) = β(t, ξ2(t)). Or par définition ξ4(0; t, ξ2(t)) = β(t, ξ2(t)), et par unicité des
courbes caractéristiques ξ4(0; t, ξ2(t)) = ξ2(0) = 0. Donc β(t, ξ2(t)) = 0.

• x(1) = β(t, 1) = ξ4(0; t, 1) = ξ1(0) par définitions.
Or ξ1(0) = ξ1(t)−

∫ t

0
ξ′1(θ)dθ.

Donc x(1) = 1−
∫ t

0
λ((Wj(θ))j, ξ1(θ))dθ.
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Donc finalement :

⋆⋆ =

∫ 1−
∫ t
0 λ((Wj(θ))j ,ξ1(θ))dθ

0

ρ0(x)e
−

∫ t
0 µ((Wj(θ))j ,ξ4(θ;t,β

−1
t (x)))dθωi(β

−1
t (x))dx

et en utilisant la proposition 4.2 et le fait que par unicité ξ4(θ; t, ξ4(t; 0, x)) = ξ4(θ; 0, x), on a :

⋆⋆ =

∫ 1−
∫ t
0 λ((Wj(θ))j ,ξ1(θ))dθ

0

ρ0(x)e
−

∫ t
0 µ((Wj(θ))j ,ξ4(θ;0,x))dθωi(ξ4(t; 0, x))dx

A.2 Preuve de la proposition 4.7

Démonstration. Soit (W1, . . . ,WN) ∈
N∏
i=1

Ωδ,Mi
, et soit i ∈ {1, . . . , N} Pour simplifier les nota-

tions, posons
f(t, u) := r(u, (Wj(u))j)e

−
∫ t
u µ((Wj(θ))j ,ξ3(θ;u,0))dθωi(ξ3(t;u, 0))

et
g(t, x) := ρ0(x)e

−
∫ t
0 µ((Wj(θ))j ,ξ4(θ;0,x))dθωi(ξ4(t; 0, x))

Ainsi on a

Fi(W1, . . . ,WN)(t) =

∫ t

0

f(t, u)du +

∫ 1−
∫ t
0 λ((Wj(θ))j ,ξ1(θ))dθ

0

g(t, x)dx

Les fonctions que l’on intègre sont bornés (et mesurables) donc les intégrales sont bien définies.
Montrons que F est bien à valeur dans (C0([0, δ]))N .
Etape 1 :
Soit u ∈ [0, δ], montrons que f(., u) est continue sur [u, δ].
t 7→ ωi(ξ3(t;u, 0)) est continue comme composée de fonctions continues.
t 7→

∫ t

u
µ((Wj(θ))j, ξ3(θ;u, 0))dθ est continue car la fonction intégrée est bornée par ∥µ∥∞,

∏
i[0,Mi]×[0,1],

donc par composition avec exp (continue) puis par produit de fonctions continues, on a bien
que t 7→ f(t, u) est continue.
On peut montrer de la même manière que t 7→ g(t, x) est continue pour x ∈ [0; 1−

∫ t

0
λ((Wj(θ))j, ξ1(θ))dθ].

Etape 2 :
Soit t ∈ [0, δ] et tn → t quand n→ +∞. Alors (on doit faire attention aux domaines de défini-
tion de f(tn, .), f(t, .), g(tn, .) et g(t, .) d’où la séparation de la preuve en 2 cas) :
Si tn > t (avec t < δ) :∣∣∣∣∫ tn

0

f(tn, u)du−
∫ t

0

f(t, u)du

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ t

0

(f (tn, u)− f (t, u)) du+

∫ tn

t

f(tn, u)du

∣∣∣∣
≤ |tn − t| ∥r∥∞,[0,T ]×

∏
[0,Mi]

∥ωi∥∞ +

∫ t

0

|f (tn, u)− f (t, u)| du

et ∀n ∈ N, on a |f(tn, u)| ≤ ∥r∥∞ ∥ωi∥∞ donc d’après le théorème de convergence dominée et
par continuité de f(., u) on a :

∫ t

0
|f (tn, u)− f (t, u)| du → 0 quand n → +∞. En passant à la

limite dans l’inégalité précédente on obtient finalement que

lim
n→+∞

∫ tn

0

f(tn, u)du =

∫ t

0

f(t, u)du
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D’autre part,∣∣∣∣∣∣∣
1−

∫ tn
0 λ((Wj(θ))j ,ξ1(θ))dθ∫

0

g(tn, x)dx−

1−
∫ t
0 λ((Wj(θ))j ,ξ1(θ))dθ∫

0

g(t, x)dx

∣∣∣∣∣∣∣
≤

1−
∫ tn
0 λ((Wj(θ))j ,ξ1(θ))dθ∫

0

|g(tn, x)− g(t, x)| dx+

1−
∫ t
0 λ((Wj(θ))j ,ξ1(θ))dθ∫

1−
∫ tn
0 λ((Wj(θ))j ,ξ1(θ))dθ

g(t, x)dx

≤
1∫

0

1[0,1−
∫ tn
0 λ((Wj(θ))j ,ξ1(θ))dθ]

(x) |g(tn, x)− g(t, x)| dx+ ∥ρ0∥∞ ∥ωi∥∞ |tn − t| ∥λ∥∞,
∏

i[0,Mi]×[0,1]

et ∀n ∈ N, on a |g(tn, x)| ≤ ∥ρ0∥ ∥ωi∥ donc d’après le théorème de convergence dominée (en
utilisant la continuité de g(., x)) on obtient que le terme de gauche tend vers 0 lorsque n→ +∞.
Pour le terme de droite c’est clair. Donc en passant à la limite dans l’inégalité on obtient que

lim
n→+∞

1−
∫ tn
0 λ((Wj(θ))j ,ξ1(θ))dθ∫

0

g(tn, x)dx =

1−
∫ t
0 λ((Wj(θ))j ,ξ1(θ))dθ∫

0

g(t, x)dx

Finalement, on a bien que :

lim
n→+∞

Fi(W1, . . . ,WN)(tn) = Fi(W1, . . . ,WN)(t)

Si tn < t (avec t > 0) :∣∣∣∣∫ tn

0

f(tn, u)du−
∫ t

0

f(t, u)du

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ tn

0

(f (tn, u)− f (t, u)) du+

∫ tn

t

f(t, u)du

∣∣∣∣
≤ |tn − t| ∥r∥∞ ∥ωi∥∞ +

∫ t

0

1[0,tn](u) |f (tn, u)− f (t, u)| du

et avec la même majoration que dans l’autre cas, on peut utiliser le théorème de convergence
dominée. Donc en passant à la limite on obtient toujours que :

lim
n→+∞

∫ tn

0

f(tn, u)du =

∫ t

0

f(t, u)du

Donc finalement le terme t 7−→
∫ t

0
f(t, u)du est bien continu.

D’autre part,∣∣∣∣∣∣∣
1−

∫ tn
0 λ((Wj(θ))j ,ξ1(θ))dθ∫

0

g(tn, x)dx−

1−
∫ t
0 λ((Wj(θ))j ,ξ1(θ))dθ∫

0

g(t, x)dx

∣∣∣∣∣∣∣
≤

1−
∫ t
0 λ((Wj(θ))j ,ξ1(θ))dθ∫

0

|g(tn, x)− g(t, x)| dx+

1−
∫ tn
0 λ((Wj(θ))j ,ξ1(θ))dθ∫

1−
∫ t
0 λ((Wj(θ))j ,ξ1(θ))dθ

g(tn, x)dx

≤

1−
∫ t
0 λ((Wj(θ))j ,ξ1(θ))dθ∫

0

|g(tn, x)− g(t, x)| dx+ ∥ρ0∥∞ ∥ωi∥∞ |tn − t| ∥λ∥∞,
∏

i[0,Mi]×[0,1]
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de nouveau, on peut appliquer le théorème de convergence dominée sur le terme de gauche.
Pour le terme de droite la convergence est claire. En passant à la limite, on obtient donc :

lim
n→+∞

1−
∫ tn
0 λ((Wj(θ))j ,ξ1(θ))dθ∫

0

g(tn, x)dx =

1−
∫ t
0 λ((Wj(θ))j ,ξ1(θ))dθ∫

0

g(t, x)dx

On a donc :
lim

n→+∞
Fi(W1, . . . ,WN)(tn) = Fi(W1, . . . ,WN)(t)

Ceci est vrai pour tout t ∈ [0, δ], et pour toute suite tn → t qui converge par au-dessus ou par
en-dessous, donc Fi(W1, . . . ,WN) est bien continue sur [0, δ]. L’application F est donc bien à
valeur dans (C0([0, δ]))N .

A.3 Preuve de la proposition 4.9

Démonstration. Soit T > 0. Soit δ > 0 et qui vérifie (12).

Soient i ∈ {1, . . . , N}, (W1, . . . ,WN) ∈
N∏
j=1

Ωδ,Mj
et t ≤ δ. Pour simplifier les notations, on

pose :

Gi(W1, . . . ,WN)(t) =

∫ t

0

r(u, (Wj(u))j)e
−

∫ t
u µ((Wj(θ))j ,ξ3(θ;u,0))dθωi(ξ3(t;u, 0))du

et

Hi(W1, . . . ,WN)(t) =

1−
∫ t
0 λ((Wj(θ))j ,ξ1(θ))dθ∫

0

ρ0(x)e
−

∫ t
0 µ((Wj(θ))j ,ξ4(θ;0,x))dθωi(ξ4(t; 0, x))dx

Soient (W̄1, . . . , W̄N) ∈
N∏
j=1

Ωδ,Mj
. On définit les courbes caractéristiques ξ̄i de manière analogue

aux ξi (définition 4.2 mais avec l’EDO : dξ̄i
ds
(s) = λ

(
(W̄j(s)1≤j≤n1), ξ̄i(s)

)
).

Considérons d’abord le terme Gi :∣∣Gi(W1, . . . ,WN)(t)−Gi(W̄1, . . . , W̄N)(t)
∣∣

≤
∫ t

0

∣∣r(u, (Wj(u))j)− r(u, (W̄j(u))j)
∣∣ e− ∫ t

u µ((Wj(θ))j ,ξ3(θ;u,0))dθωi(ξ3(t;u, 0))du =: ♣

+

∣∣∣∣∫ t

0

r(u, (W̄j(u))j)
(
e−

∫ t
u µ((Wj(θ))j ,ξ3(θ;u,0))dθ − e−

∫ t
u µ((W̄j(θ))j ,ξ̄3(θ;u,0))dθ

)
ωi(ξ3(t;u, 0))du

∣∣∣∣ =: ♠

+

∣∣∣∣∫ t

0

r(u, (W̄j(u))j)e
−

∫ t
u µ((W̄j(θ))j ,ξ̄3(θ;u,0))dθ

(
ωi(ξ3(t;u, 0))− ωi(ξ̄3(t;u, 0))

)
du

∣∣∣∣ =: ♢

En utilisant notamment le caractère C1 de r, on a :

♣ ≤ ∥ωi∥
t∫

0

∣∣r(u, (Wj(u))j)− r(u, (W̄j(u))j)
∣∣ du

≤ ∥ωi∥ t
N∑

j=n1+n2+1

∥∥rWj

∥∥
∞,[0,T ]×

∏
i[0,Mi]

∥∥Wj − W̄j

∥∥
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Concernant le deuxième terme de la somme, on a :

♠ ≤ ∥r∥∞,[0,T ]×
∏

i[0,Mi]
∥ωi∥∞,[0,1]

∫ t

0

∣∣∣(e− ∫ t
u µ((Wj(θ))j ,ξ3(θ;u,0))dθ − e−

∫ t
u µ((W̄j(θ))j ,ξ̄3(θ;u,0))dθ

∣∣∣ du
on utilise l’inégalité des accroissements finis :

≤ ∥r∥ ∥ωi∥
∫ t

0

∣∣∣∣∫ t

u

µ((Wj(θ))j, ξ3(θ;u, 0))dθ −
∫ t

u

µ((W̄j(θ))j, ξ̄3(θ;u, 0))dθ

∣∣∣∣ du
≤ ∥r∥ ∥ωi∥

∫ t

0

∫ t

u

∣∣(µ(Wj(θ))j, ξ3(θ;u, 0))− µ((W̄j(θ))j, ξ̄3(θ;u, 0))
∣∣ dθdu

≤ ∥r∥ ∥ωi∥

(
n1+n2∑
j=n1+1

∥∥µWj

∥∥
∞,

∏
j [0,Mj ]×[0,1]

∫ t

0

∫ t

u

∥∥Wj − W̄j

∥∥ dθdu)

+ ∥r∥ ∥ωi∥
(
∥µx∥∞,

∏
j [0,Mj ]×[0,1]

∫ t

0

∫ t

u

∣∣ξ3(θ;u, 0)− ξ̄3(θ;u, 0)
∣∣ dθdu)

Or, soit t < δ, u ∈ [0, t], et θ ∈ [u, t]. Alors :

ξ3(θ;u, 0) = ξ3(u;u, 0) +

∫ θ

u

ξ′3(s;u, 0)ds

=

∫ θ

u

λ((Wj(s))1≤j≤n1 , ξ3(s;u, 0))ds

et de la même manière,

ξ̄3(θ;u, 0) =

∫ θ

u

λ((W̄j(s))1≤j≤n1 , ξ̄3(s;u, 0))ds , donc :

∣∣ξ3(θ;u, 0)− ξ̄3(θ;u, 0)
∣∣ ≤ ∫ θ

u

∣∣λ((Wj(s))j, ξ3(s;u, 0))− λ((W̄1(s))j, ξ̄3(s;u, 0))
∣∣ ds

≤ (θ − u)

(
n1∑
j=1

∥∥λWj

∥∥
∞,

∏
j [0,Mj ]×[0,1]

∥∥Wj − W̄j

∥∥)
+ (θ − u)

(
∥λx∥∞,

∏
j [0,Mj ]×[0,1]

∥∥ξ3(.;u, 0)− ξ̄3(.;u, 0)
∥∥)

≤ t

(
n1∑
j=1

∥∥λWj

∥∥
∞,

∏
j [0,Mj ]×[0,1]

∥∥Wj − W̄j

∥∥)
+ t
(
∥λx∥∞,

∏
j [0,Mj ]×[0,1]

∥∥ξ3(.;u, 0)− ξ̄3(.;u, 0)
∥∥)

Donc (en passant au sup) :

∥∥ξ3(.;u, 0)− ξ̄3(.;u, 0)
∥∥ ≤ t

(
n1∑
j=1

∥∥λWj

∥∥∥∥Wj − W̄j

∥∥+ ∥λx∥
∥∥ξ3(.;u, 0)− ξ̄3(.;u, 0)

∥∥)

et donc :

∥∥ξ3(.;u, 0)− ξ̄3(.;u, 0)
∥∥ ≤ t

n1∑
j=1

∥∥λWj

∥∥∥∥Wj − W̄j

∥∥
1− t ∥λx∥

54



Finalement,

♠ ≤ ∥r∥ ∥ωi∥

t2 n1+n2∑
j=n1+1

∥∥µWj

∥∥∥∥Wj − W̄j

∥∥+ t3 ∥µx∥

n1∑
j=1

∥∥λWj

∥∥∥∥Wj − W̄j

∥∥
1− t ∥λx∥


Enfin, concernant le terme ♢ :

♢ ≤ ∥r∥
∫ t

0

∣∣(ωi(ξ3(t;u, 0))− ωi(ξ̄3(t;u, 0))
)∣∣ du

≤ ∥r∥Lωi

∫ t

0

∣∣(ξ3(t;u, 0)− ξ̄3(t;u, 0)
)∣∣ du

≤ ∥r∥Lωi

∫ t

0

∥∥(ξ3(.;u, 0)− ξ̄3(.;u, 0)
)∥∥ du

≤ ∥r∥Lωi
t2

n1∑
j=1

∥∥λWj

∥∥∥∥Wj − W̄j

∥∥
1− t ∥λx∥

On s’intéresse maintenant au terme Hi.∣∣Hi(W1, . . . ,WN)(t)−Hi(W̄1, . . . , W̄N)(t)
∣∣

≤

∣∣∣∣∣∣∣
1−

∫ t
0 λ((Wj(θ))j ,ξ1(θ))dθ∫

1−
∫ t
0 λ(W̄j(θ))j ,ξ̄1(θ))dθ

ρ0(x)e
−

∫ t
0 µ((Wj(θ))j ,ξ4(θ;0,x))dθωi(ξ4(t; 0, x))dx

∣∣∣∣∣∣∣ =: ●

+

∣∣∣∣∣∣∣
1−

∫ t
0 λ((W̄j(θ))j ,ξ̄1(θ))dθ∫

0

ρ0(x)
(
e−

∫ t
0 µ((Wj(θ))j ,ξ4(θ;0,x))dθ − e−

∫ t
0 µ((W̄j(θ))j ,ξ̄4(θ;0,x))dθ

)
ωi(ξ4(t; 0, x))dx

∣∣∣∣∣∣∣ =: ✵

+

∣∣∣∣∣∣∣
1−

∫ t
0 λ((W̄1(θ))j ,ξ̄1(θ))dθ∫

0

ρ0(x)e
−

∫ t
0 µ((W̄j(θ))j ,ξ̄4(θ;0,x))dθ

(
ωi(ξ4(t; 0, x))− ωi(ξ̄4(t; 0, x))

)
dx

∣∣∣∣∣∣∣ =: ❄

Or :

● ≤ ∥ωi∥∞,[0,1] ∥ρ0∥∞,[0,1]

∣∣∣∣∫ t

0

λ((W̄j(θ))j, ξ̄1(θ))− λ((Wj(θ))j, ξ1(θ))dθ

∣∣∣∣
≤ t ∥ωi∥ ∥ρ0∥

(
n1∑
j=1

∥∥λWj

∥∥∥∥Wj − W̄j

∥∥+ ∥λx∥
∥∥ξ1 − ξ̄1

∥∥)

et on peut montrer (avec un raisonnement similaire au raisonnement mené précédemment sur
ξ3) que :

∥∥ξ1 − ξ̄1
∥∥ ≤ t

n1∑
j=1

∥∥λWj

∥∥∥∥Wj − W̄j

∥∥
1− t ∥λx∥
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Donc :

● ≤ t ∥ωi∥ ∥ρ0∥
n1∑
j=1

∥∥λWj

∥∥∥∥Wj − W̄j

∥∥+ ∥ωi∥ ∥ρ0∥ ∥λx∥ t2

n1∑
j=1

∥∥λWj

∥∥∥∥Wj − W̄j

∥∥
1− t ∥λx∥

D’autre part :

✵ ≤ ∥ωi∥ ∥ρ0∥

1−
∫ t
0 λ(W̄1(θ),W̄2(θ),ξ̄1(θ))dθ∫

0

t∫
0

∣∣(µ(Wj(θ))j, ξ4(θ; 0, x))− µ((W̄j(θ))j, ξ̄4(θ; 0, x))
∣∣ dθdx

≤ ∥ωi∥ ∥ρ0∥ t
n1+n2∑
j=n1+1

∥∥µWj

∥∥∥∥Wj − W̄j

∥∥
+ ∥ωi∥ ∥ρ0∥ ∥µx∥

1−
∫ t
0 λ(W̄1(θ),W̄2(θ),ξ̄1(θ))dθ∫

0

t∫
0

∥∥ξ4(.; 0, x))− ξ̄4(.; 0, x))
∥∥ dθdx

≤ ∥ωi∥ ∥ρ0∥ t
n1+n2∑
j=n1+1

∥∥µWj

∥∥∥∥Wj − W̄j

∥∥

+ ∥ωi∥ ∥ρ0∥ ∥µx∥

1−
∫ t
0 λ(W̄1(θ),W̄2(θ),ξ̄1(θ))dθ∫

0

t∫
0

t

n1∑
j=1

∥∥λWj

∥∥∥∥Wj − W̄j

∥∥
1− t ∥λx∥

dθdx

≤ ∥ωi∥ ∥ρ0∥ t
n1+n2∑
j=n1+1

∥∥µWj

∥∥∥∥Wj − W̄j

∥∥+ ∥ωi∥ ∥ρ0∥ ∥µx∥ t2

n1∑
j=1

∥∥λWj

∥∥∥∥Wj − W̄j

∥∥
1− t ∥λx∥

Et finalement :

❄ ≤ ∥ρ0∥Lωi

1−
∫ t
0 λ((W̄j(θ))j ,ξ̄1(θ))dθ∫

0

∥∥ξ4(.; 0, x))− ξ̄4(.; 0, x))
∥∥ dx

≤ ∥ρ0∥Lωi
t

n1∑
j=1

∥∥λWj

∥∥∥∥Wj − W̄j

∥∥
1− t ∥λx∥

Donc pour conclure :∣∣Fi(W1, . . . ,WN )(t)− Fi(W̄1, . . . , W̄N )(t)
∣∣

≤ ♣+♠+♢+ ● + ✵ + ❄

≤ ∥ωi∥ t
N∑

j=n1+n2+1

∥∥rWj

∥∥∥∥Wj − W̄j

∥∥+ n1+n2∑
j=n1+1

∥∥µWj

∥∥∥∥Wj − W̄j

∥∥ (t2 ∥r∥ ∥ωi∥+ t ∥ωi∥ ∥ρ0∥
)

+

n1∑
j=1

∥∥λWj

∥∥∥∥Wj − W̄j

∥∥( t

1− t ∥λx∥
(
t2 ∥r∥ ∥ωi∥ ∥µx∥+ ∥r∥Lωit+ t ∥ωi∥ ∥ρ0∥ (∥µx∥+ ∥λx∥) + ∥ρ0∥Lωi

))

+

n1∑
j=1

∥∥λWj

∥∥∥∥Wj − W̄j

∥∥ t ∥ωi∥ ∥ρ0∥
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Si t ≤ 1 et t ≤ 1
2∥λx∥ , on a donc :∣∣Fi(W1, . . . ,WN )(t)− Fi(W̄1, . . . , W̄N )(t)

∣∣
≤ ∥ωi∥ t max

n1+n2+1≤j≤N

∥∥rWj

∥∥ N∑
j=n1+n2+1

∥∥Wj − W̄j

∥∥ + t ∥ωi∥ (∥ρ0∥+ ∥r∥) max
n1+1≤j≤n1+n2

∥∥µWj

∥∥ n1+n2∑
j=n1+1

∥∥Wj − W̄j

∥∥
+ t max

1≤j≤n1

∥∥λWj

∥∥ [2 ∥r∥ (∥ωi∥ ∥µx∥+ Lωi) + ∥ωi∥ ∥ρ0∥ (2 ∥µx∥+ 2 ∥λx∥+ 1) + ∥ρ0∥Lωi ]

n1∑
j=1

∥∥Wj − W̄j

∥∥
Donc si

δ ≤ min(1,
1

2 ∥λx∥
,

1

2N maxi ∥ωi∥maxj
∥∥rWj

∥∥ , 1

2maxj
∥∥µWj

∥∥N maxi ∥ωi∥ (∥ρ0∥+ ∥r∥)
,

1

2N maxj
∥∥λWj

∥∥ (2 ∥r∥ (maxi ∥ωi∥ ∥µx∥+maxi Lωi) + maxi ∥ωi∥ ∥ρ0∥ (2 ∥µx∥+ 2 ∥λx∥+ 1) + ∥ρ0∥maxi Lωi)
)

alors ∀i ∈ {1, . . . , N}, ∀t ≤ δ, on a :

∣∣Fi(W1, . . . ,WN)(t)− Fi(W̄1, . . . , W̄N)(t)
∣∣ ≤ 1

2N

N∑
j=1

∥∥Wj − W̄j

∥∥
et ainsi :

N∑
i=1

∥∥Fi(W1, . . . ,WN)− Fi(W̄1, . . . , W̄N)
∥∥
∞,[0,δ]

≤ 1

2

N∑
j=1

∥∥Wj − W̄j

∥∥
∞,[0,δ]

Donc F est une contraction sur
N∏
j=1

Ωδ,Mj
pour

δ = min(T,
1

∥λ∥
, 1,

1

2 ∥λx∥
,

1

2N maxi ∥ωi∥maxj
∥∥rWj

∥∥ , 1

2maxj
∥∥µWj

∥∥N maxi ∥ωi∥ (∥ρ0∥+ ∥r∥)
,

1

2N maxj
∥∥λWj

∥∥ (2 ∥r∥ (maxi ∥ωi∥ ∥µx∥+maxi Lωi) + maxi ∥ωi∥ ∥ρ0∥ (2 ∥µx∥+ 2 ∥λx∥+ 1) + ∥ρ0∥maxi Lωi)
)

(36)

A.4 Preuve de la proposition 4.11

Démonstration. Soit i ∈ {1, . . . , N}, et soient t ≤ t̄ ∈ [0, δ]. On pose :

Fi(t) :=

∫ t

0

r(u, (Wj(u))n1+n2<j≤N)e
−

∫ t
u µ((Wj(θ))n1+1≤j≤n1+n2

,ξ3(θ;u,0))dθωi(ξ3(t;u, 0))du

Gi(t) :=

1−
∫ t
0 λ((Wj(θ))1≤j≤n1

,ξ1(θ))dθ∫
0

ρ0(x)e
−

∫ t
0 µ(Wj(θ))n1+1≤j≤n1+n2

,ξ4(θ;0,x))dθωi(ξ4(t; 0, x))dx

ainsi

|Wi(t̄)−Wi(t)| = |Fi(t̄)− Fi(t) +Gi(t̄)−Gi(t)| ≤ |Fi(t̄)− Fi(t)|+ |Gi(t̄)−Gi(t)|
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Or,

|Fi(t̄)− Fi(t)| ≤

∣∣∣∣∣
∫ t̄

t

r(u, (Wj(u))j)e
−

∫ t̄
u µ((Wj(θ))j ,ξ3(θ;u,0))dθωi(ξ3(t̄;u, 0))du

∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∫ t

0

r(u, (Wj(u))j)
[
e−

∫ t̄
u µ((Wj(θ))j ,ξ3(θ;u,0))dθ − e−

∫ t
u µ((Wj(θ))j ,ξ3(θ;u,0))dθ

]
ωi(ξ3(t̄;u, 0))du

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∫ t

0

r(u, (Wj(u))j)e
−

∫ t
u µ((Wj(θ))j ,ξ3(θ;u,0))dθ [ωi(ξ3(t̄;u, 0))− ωi(ξ3(t;u, 0))] du

∣∣∣∣
≤ |t̄− t| ∥r∥∞ ∥ωi∥∞,[0,1] + ∥r∥∞ ∥ωi∥∞

t∫
0

∣∣∣∣∣∣
 t̄∫

u

−
t∫

u

µ((Wj(θ))j, ξ3(θ;u, 0))dθ

∣∣∣∣∣∣ du
+ ∥r∥∞

∫ t

0

|ωi(ξ3(t̄;u, 0))− ωi(ξ3(t;u, 0))| du

≤ |t̄− t| ∥r∥∞ ∥ωi∥∞
(
1 + ∥µ∥∞,

∏
j
[0,Mj ]×[0,1] δ

)
+ ∥r∥∞ Lωi

t∫
0

|ξ3(t̄;u, 0)− ξ3(t;u, 0)| du

Or soit u ∈ [0, t], alors :

ξ3(t̄;u, 0)− ξ3(t;u, 0) =

t̄∫
t

ξ′3(s;u, 0)ds =

t̄∫
t

λ((Wj(s))j, ξ3(s;u, 0))ds

donc |ξ3(t̄;u, 0)− ξ3(t;u, 0)| ≤ |t̄− t| ∥λ∥∞,
∏
j
[0,Mj ]×[0,1]

Donc finalement

|Fi(t̄)− Fi(t)| ≤ |t̄− t| [∥r∥ ∥ωi∥+ ∥r∥ ∥ωi∥ ∥µ∥ δ + ∥r∥ ∥λ∥Lωi
δ] (37)

D’autre part, en posant f(s) := ξ1(0; s, 1) = β(s, 1) = 1−
s∫
0

λ((Wj(θ))j, ξ1(θ, s, 1))dθ, on a :

|Gi(t̄)−Gi(t)| ≤

∣∣∣∣∣∣∣
f(t̄)∫

f(t)

ρ0(x)e
−

∫ t̄
0 µ(Wj(θ))j ,ξ4(θ;0,x))dθωi(ξ4(t̄; 0, x))dx

∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣
f(t)∫
0

ρ0(x)
[
e−

∫ t̄
0 µ(Wj(θ))j ,ξ4(θ;0,x))dθ − e−

∫ t
0 µ(Wj(θ))j ,ξ4(θ;0,x))dθ

]
ωi(ξ4(t; 0, x))dx

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣
f(t)∫
0

ρ0(x)e
−

∫ t
0 µ(Wj(θ))j ,ξ4(θ;0,x))dθ [ωi(ξ4(t̄; 0, x))− ωi(ξ4(t; 0, x))] dx

∣∣∣∣∣∣
≤ ∥ρ0∥∞ ∥ωi∥ |f(t̄)− f(t)|+ ∥ρ0∥ ∥ωi∥ ∥µ∥ |t̄− t|+ ∥ρ0∥Lωi

f(t)∫
0

|ξ4(t̄; 0, x)− ξ4(t; 0, x)| dx

et avec un raisonnement similaire à celui fait sur ξ3(.;u, 0), on a :

≤ ∥ρ0∥ ∥ωi∥ |f(t̄)− f(t)|+ ∥ρ0∥ ∥ωi∥ ∥µ∥ |t̄− t|+ ∥ρ0∥Lωi
∥λ∥ |t̄− t|
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Or, en utilisant la proposition 4.3, on a :

|f(t)− f(t̄)| = |β(t, 1)− β(t̄, 1)| ≤
∥∥∥∥∂β∂t (., 1)

∥∥∥∥
∞,[0,T ]

|t̄− t| ≤ ∥λ∥∞ eT∥λx∥∞ |t̄− t|

Donc finalement :

|Gi(t̄)−Gi(t)| ≤ |t̄− t|
[
∥ρ0∥ ∥ωi∥ ∥λ∥∞ eT∥λx∥∞ + ∥ρ0∥ ∥ωi∥ ∥µ∥+ ∥ρ0∥Lωi

∥λ∥
]

(38)

et en utilisant (37) et (38), on a :

|Wi(t̄)−Wi(t)| ≤ |t̄− t| [∥r∥ ∥ωi∥+ ∥r∥ ∥ωi∥ ∥µ∥ δ + ∥r∥ ∥λ∥Lωi
δ]

+ |t̄− t|
[
∥ρ0∥ ∥ωi∥ ∥λ∥ eT∥λx∥∞ + ∥ρ0∥ ∥ωi∥ ∥µ∥+ ∥ρ0∥Lωi

∥λ∥
]

Donc Wi est lipschitzienne sur [0, δ].

A.5 Preuve du théorème 4.2 d’existence locale

Démonstration. Il faut :

• Montrer que ρ ∈ L∞((0, δ)× (0, 1))

• Montrer que ρ ∈ C0([0, δ];Lp(0, 1)), ∀p ∈ [1,∞)

• Montrer que ρ vérifie la formulation faible

Montrons d’abord que la fonction ρ définie par (13) appartient bien à L∞((0, δ)× (0, 1)).

Notons
λ̄((Mj)j) := inf

(W1,...,Wn1 ,x)∈[0,M1]×...×[0,Mn1 ]×[0,1]
λ(W1, . . . ,Wn1 , x)

Remarquons que comme λ ∈ C1([0,+∞)n1 × [0, 1]) et λ > 0, on a λ̄((Mj)j) > 0.
À partir de (13), on a clairement :

∥ρ∥L∞((0,δ)×(0,1)) ≤ e
δ∥λx∥∞,

∏n1
j=1

[0,Mj ]×[0,1] max

(
∥ρ0∥∞ ,

∥r∥∞,[0,δ]×
∏

j [0,Mj ]

λ̄((Mj)j)

)

≤ e
T∥λx∥∞,

∏n1
j=1

[0,Mj ]×[0,1] max

(
∥ρ0∥∞ ,

∥r∥∞,[0,T ]×
∏

j [0,Mj ]

λ̄((Mj)j)

) (39)

À présent, montrons que ρ ∈ C0([0, δ];Lp(0, 1)), ∀p ∈ [1,∞).

Soient t, t̃ ∈ [0, δ], avec t̃ ≥ t. On veut montrer que ∀p ∈ [1,∞), on a :∥∥ρ(t̃, .)− ρ(t, .)
∥∥
Lp(0,1)

−−−−−→
|t̃−t|→0

0 (40)

Pour simplifier les notations, on notera ξ̃3(θ) = ξ3(θ; t̃, x), ξ3(θ) = ξ3(θ; t, x), α̃ = α(t̃, x),
α = α(t, x), ξ̃4(θ) = ξ4(θ; t̃, x), ξ4(θ) = ξ4(θ; t, x) β̃ = β(t̃, x), β = β(t, x). De plus, pour simpli-
fier, on notera parfois C les termes strictement positifs qui ne dépendent pas de t̃, t et de x.
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Soit x ∈ [0, ξ2(t)], alors d’après (13) :

∣∣ρ(t̃, x)− ρ(t, x)
∣∣ ≤ ∣∣∣∣r(α̃, (Wj(α̃))j)− r(α, (Wj(α))j)

λ((Wj(α̃))j, 0)

∣∣∣∣ e− ∫ t̃
α̃ λx((Wj(θ))j ,ξ̃3(θ)) + µ((Wj(θ))j ,ξ̃3(θ))dθ

+

∣∣∣∣r(α, (Wj(α))j)

λ((Wj(α̃))j, 0)
− r(α, (Wj(α))j)

λ((Wj(α)j, 0)

∣∣∣∣ e− ∫ t̃
α̃ λx((Wj(θ))j ,ξ̃3(θ)) + µ((Wj(θ))j ,ξ̃3(θ))dθ

+
r(α, (Wj(α))j)

λ((Wj(α)j, 0)

∣∣∣e− ∫ t̃
α̃ λx((Wj(θ))j ,ξ̃3(θ))+µ((Wj(θ))j ,ξ̃3(θ))dθ − e−

∫ t
α λx((Wj(θ))j ,ξ3(θ))+µ((Wj(θ))j ,ξ3(θ))dθ

∣∣∣
≤ eδ∥λx∥∞

λi

(
∥rt∥∞ |α̃− α|+

N∑
j=n1+n2+1

∥∥rWj

∥∥
∞ |Wj(α̃)−Wj(α)|

)

+
∥r∥∞ eδ∥λx∥∞

λi × λi

n1∑
j=1

∥∥λWj

∥∥
∞ |Wj(α)−Wj(α̃)|

+
∥r∥∞
λi

∣∣∣∣∣
∫ t̃

α̃

λx((Wj(θ))j, ξ̃3(θ))dθ −
∫ t

α

λx((Wj(θ))j, ξ3(θ))dθ

∣∣∣∣∣
+

∥r∥∞
λi

∣∣∣∣∣
∫ t̃

α̃

µ((Wj(θ))j, ξ̃3(θ))dθ −
∫ t

α

µ((Wj(θ))j, ξ3(θ))dθ

∣∣∣∣∣
par des arguments de densité, on peut se donner (vn)n≥0 ⊂ C1(

∏
j

[0,Mj] × [0, 1]) tel que

vn −−−−−−−−−−→
C0(

∏
j
[0,Mj ]×[0,1])

λx. Pour simplifier, on notera parfois Cn les termes strictements positifs qui

ne dépendent pas de t̃, t et de x mais qui dépendent de n. Rappelons aussi que ∀j ∈ [1, N ],Wj
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est lipschitzienne (proposition 4.11).∣∣ρ(t̃, x)− ρ(t, x)
∣∣ ≤ |α− α̃|+ C

N∑
j=n1+n2+1

|α− α̃|+ C

n1∑
j=1

|α− α̃|

+ C

∣∣∣∣∣
∫ t̃

α̃

(λx − vn)((Wj(θ))j, ξ̃3(θ))dθ

∣∣∣∣∣+ C

∣∣∣∣∫ t

α

(λx − vn)((Wj(θ))j, ξ3(θ))dθ

∣∣∣∣
+ C

∣∣∣∣∣
∫ t̃

α̃

vn((Wj(θ))j, ξ̃3(θ))dθ −
∫ t

α

vn((Wj(θ))j, ξ3(θ))dθ

∣∣∣∣∣
+ C

∣∣∣∣∣
∫ t̃

α̃

µ((Wj(θ))j, ξ̃3(θ))− µ((Wj(θ))j, ξ3(θ))dθ

∣∣∣∣∣
+ C

∣∣∣∣∣
(∫ t̃

α̃

−
∫ t

α

)
µ((Wj(θ))j, ξ3(θ))dθ

∣∣∣∣∣
≤ C |α− α̃|

+ C ∥λx − vn∥∞ + C

∣∣∣∣∫ t

α̃

vn((Wj(θ))j, ξ̃3(θ))dθ − vn((Wj(θ))j, ξ3(θ))dθ

∣∣∣∣
+ C

∣∣∣∣∣
∫ t̃

t

vn((Wj(θ))j, ξ̃3(θ))dθ

∣∣∣∣∣+ C

∣∣∣∣∫ α̃

α

vn((Wj(θ))j, ξ3(θ))dθ

∣∣∣∣
+ CT ∥µx∥

∥∥∥ξ̃3 − ξ3

∥∥∥
∞,[α̃,t̃]

+ C

∣∣∣∣∣
∫ t̃

t

µ((Wj(θ))j, ξ3(θ))dθ

∣∣∣∣∣+ C

∣∣∣∣∫ α̃

α

µ((Wj(θ))j, ξ3(θ))dθ

∣∣∣∣
≤ C |α− α̃|+ C ∥λx − vn∥∞
+ Cn

∥∥∥ξ̃3 − ξ3

∥∥∥
∞,[α̃,t]

+ Cn

∣∣t̃− t
∣∣+ C

∥∥∥ξ̃3 − ξ3

∥∥∥
∞,[α̃,t̃]

Or, soit s ∈ [α̃, t̃].∣∣∣ξ̃3(s)− ξ3(s)
∣∣∣ = ∣∣∣∣∣

∫ t̃

s

λ((Wj(θ))j, ξ̃3(θ))dθ −
∫ t

s

λ((Wj(θ))j, ξ3(θ))dθ

∣∣∣∣∣
≤ C

∣∣t− t̃
∣∣+ δ ∥λx∥

∥∥∥ξ̃3 − ξ3

∥∥∥
∞,[α̃,t̃]

Comme δ < 1
∥λx∥ , on a :∥∥∥ξ̃3 − ξ3

∥∥∥
∞,[α̃,t̃]

≤ C

1− δ ∥λx∥
∣∣t− t̃

∣∣ ≤ C
∣∣t− t̃

∣∣
et [α̃, t] ⊂ [α̃, t̃] donc

∥∥∥ξ̃3 − ξ3

∥∥∥
∞,[α̃,t]

≤
∥∥∥ξ̃3 − ξ3

∥∥∥
∞,[α̃,t̃]

≤ C
∣∣t− t̃

∣∣
Il reste à majorer |α̃− α|.
Par définition, ξ3(t) = x = ξ̃3(t̃), or :

ξ3(t) =

∫ t

α

λ((Wj(θ))j, ξ3(θ))dθ et ξ̃3(t̃) =

∫ t̃

α̃

λ((Wj(θ))j, ξ̃3(θ))dθ donc :∫ t

α

λ((Wj(θ))j, ξ3(θ))dθ −
∫ t̃

α̃

λ((Wj(θ))j, ξ̃3(θ))dθ = 0 et donc (Chasles) :∫ α̃

α

λ((Wj(θ))j, ξ3(θ))dθ =

∫ t̃

t

λ((Wj(θ))j, ξ̃3(θ))dθ +

∫ t

α̃

λ((Wj(θ))j, ξ̃3(θ))− λ((Wj(θ))j, ξ3(θ))dθ
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À présent, majorons |α̃− α| :

|α̃− α| =
∣∣∣∣∫ α̃

α

1dθ

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣∣∣∣
∫ α̃

α

λ((Wj(θ))j, ξ3(θ))

inf∏
j
[0,Mj ]×[0,1]

λ
dθ

∣∣∣∣∣∣∣∣
≤ 1

inf λ

∣∣∣∣∣
∫ t̃

t

λ((Wj(θ))j, ξ̃3(θ))dθ +

∫ t

α̃

λ((Wj(θ))j, ξ̃3(θ))− λ((Wj(θ))j, ξ3(θ))dθ

∣∣∣∣∣
≤ 1

inf λ

(
∥λ∥

∣∣t̃− t
∣∣+ δ ∥λx∥

∥∥∥ξ̃3 − ξ3

∥∥∥
∞,[α̃,t]

)
≤ C

∣∣t̃− t
∣∣

Donc finalement, pour tout x ∈ [0, ξ2(t)], on a :∣∣ρ(t̃, x)− ρ(t, x)
∣∣ ≤ Cn

∣∣t̃− t
∣∣+ C ∥λx − vn∥∞

Donc ∥∥ρ(t̃, .)− ρ(t, .)
∥∥
Lp(0,ξ2(t))

≤ Cn

∣∣t̃− t
∣∣+ C ∥λx − vn∥∞

En choisissant n assez grand, et en utilisant la définitions de vn, on en déduit facilement que :∥∥ρ(t̃, .)− ρ(t, .)
∥∥
Lp(0,ξ2(t))

−−−−−→
|t̃−t|→0

0 (41)

Maintenant, on considère x ∈ [ξ2(t̃), 1].∣∣ρ(t̃, x)− ρ(t, x)
∣∣ ≤ ∣∣∣ρ0(β̃)∣∣∣ ∣∣∣e− ∫ t̃

0 λx((Wj(θ))j ,ξ̃4(θ)) + µ((Wj(θ))j ,ξ̃4(θ))dθ − e−
∫ t
0 λx((Wj(θ))j ,ξ4(θ)) + µ((Wj(θ))j ,ξ4(θ))dθ

∣∣∣
+
∣∣∣ρ0(β̃)− ρ0(β)

∣∣∣ e− ∫ t
0 λx((Wj(θ))j ,ξ4(θ)) + µ((Wj(θ))j ,ξ4(θ))dθ

≤ ∥ρ0∥∞,[0,1]

∣∣∣∣∫ t

0

λx((Wj(θ))j, ξ̃4(θ))− λx((Wj(θ))j, ξ4(θ))dθ

∣∣∣∣
+ ∥ρ0∥∞,[0,1]

∣∣∣∣∫ t

0

µ((Wj(θ))j, ξ̃4(θ))− µ((Wj(θ))j, ξ4(θ))dθ

∣∣∣∣
+ ∥ρ0∥∞,[0,1]

∣∣∣∣∣
∫ t̃

t

λx((Wj(θ))j, ξ̃4(θ)) + µ((Wj(θ))j, ξ̃4(θ))dθ

∣∣∣∣∣
+ eδ∥λx∥

∣∣∣ρ0(β̃)− ρ0(β)
∣∣∣

≤ C ∥λx − vn∥∞ + Cn

∥∥∥ξ̃4 − ξ4

∥∥∥
∞,[0,t]

+ C
∣∣t̃− t

∣∣+ C
∣∣∣ρ0(β̃)− ρ0(β)

∣∣∣
≤ C ∥λx − vn∥+ Cn

∣∣t̃− t
∣∣+ C

∣∣∣ρ0(β̃)− ρ0(β)
∣∣∣ (même raisonnement que sur

∥∥∥ξ3 − ξ̃3

∥∥∥)
Comme C1([0, 1]) est dense dans Lp(0, 1) (et ρ0 ∈ L∞(0, 1) ⊂ Lp(0, 1)), on peut choisir (ρn0 )n≥0 ∈
C1([0, 1])N tel que ρn0 −−−−→

Lp(0,1)
ρ0. On a alors :

∣∣∣ρ0(β̃)− ρ0(β)
∣∣∣ ≤ ∣∣∣ρn0 (β̃)− ρ0(β̃)

∣∣∣+ ∣∣∣ρn0 (β̃)− ρn0 (β)
∣∣∣+ |ρn0 (β)− ρ0(β)|

≤
∣∣∣ρn0 (β̃)− ρ0(β̃)

∣∣∣+ Cn

∣∣∣β̃ − β
∣∣∣+ |ρn0 (β)− ρ0(β)|
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et : ∣∣∣β̃ − β
∣∣∣ = ∣∣∣∣∣

∫ t

0

λ((Wj(θ))j, ξ4(θ))dθ −
∫ t̃

0

λ((Wj(θ))j, ξ̃4(θ))dθ

∣∣∣∣∣
≤ C

∥∥∥ξ4 − ξ̃4

∥∥∥
∞,[0,t]

+ C
∣∣t̃− t

∣∣
≤ C

∣∣t̃− t
∣∣

Donc pour tout x ∈ [ξ2(t̃), 1] :∣∣ρ(t̃, x)− ρ(t, x)
∣∣ ≤ C ∥λx − vn∥∞ + Cn

∣∣t̃− t
∣∣+ C

∣∣∣ρn0 (β̃)− ρ0(β̃)
∣∣∣+ C |ρn0 (β)− ρ0(β)|

En intégrant puis avec un changement de variable (avec la proposition 4.3), on obtient :∥∥ρ(t̃, .)− ρ(t, .)
∥∥
Lp(ξ2(t̃),1)

≤ C ∥λx − vn∥+ Cn

∣∣t̃− t
∣∣+ C ∥ρn0 − ρ0∥Lp(0,1)

et on en déduit facilement que∥∥ρ(t̃, .)− ρ(t, .)
∥∥
Lp(ξ2(t̃),1)

−−−−−→
|t̃−t|→0

0 (42)

Finalement, comme ρ ∈ L∞((0, δ)× (0, 1)),∫ ξ2(t̃)

ξ2(t)

∣∣ρ(t̃, x)− ρ(t, x)
∣∣p dx ≤ (2 ∥ρ∥∞)p

∣∣ξ2(t̃)− ξ2(t)
∣∣

Or

∣∣ξ2(t̃)− ξ2(t)
∣∣ = ∣∣∣∣∣

∫ t̃

t

λ((Wj(θ))j, ξ2(θ))dθ

∣∣∣∣∣ ≤ ∣∣t̃− t
∣∣ ∥λ∥∞

Donc : ∥∥ρ(t̃, .)− ρ(t, .)
∥∥
Lp(ξ2(t),ξ2(t̃))

≤ C
∣∣t̃− t

∣∣1/p −−−−−→
|t̃−t|→0

0 (43)

Finalement, avec (41), (42) et (43), on a bien :∥∥ρ(t̃, .)− ρ(t, .)
∥∥
Lp(0,1)

−−−−−→
|t̃−t|→0

0 (44)

Montrons enfin que ρ vérifie la formulation faible.

Par définition, les (Wi)1≤i≤N vérifient l’égalité suivante ∀t ∈ [0, δ] :

Wi(t) =

∫ t

0

r(u, (Wj(u))j)e
−

∫ t
u µ((Wj(θ))j ,ξ3(θ;u,0))dθωi(ξ3(t;u, 0))du

+

∫ 1−
∫ t
0 λ((Wj(θ))j ,ξ1(θ))dθ

0

ρ0(x)e
−

∫ t
0 µ((Wj(θ))j ,ξ4(θ;0,x))dθωi(ξ4(t; 0, x))dx
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La proposition 4.4 donne donc directement :

Wi(t) =

∫ ξ2(t)

0

r(α, (Wj(α))j)

λ((Wj(α))j, 0)
e−

∫ t
α λx((Wj(θ))j ,ξ3(θ)) + µ((Wj(θ))j ,ξ3(θ))dθωi(y)dy

+

∫ 1

ξ2(t)

ρ0(β)e
−

∫ t
0 λx((Wj(θ))j ,ξ4(θ)) + µ((Wj(θ))j ,ξ4(θ))dθωi(y)dy

avec α = α(t, y), β = β(t, y), ξ3(θ) = ξ3(θ; t, y) et ξ4(θ) = ξ4(θ; t, y)

Donc à partir de (13), on obtient directement que ∀i ∈ {1, . . . , N}, ∀t ∈ [0, δ] :

Wi(t) =

1∫
0

ρ(t, y)ωi(y)dy

Soit τ ∈ [0, δ], et φ ∈ C1([0, τ ]× [0, 1]) tel que φ(τ, x) = 0 ∀x ∈ [0, 1] et φ(t, 1) = 0 ∀t ∈ [0, τ ].
On définit :

A :=

∫ τ

0

∫ 1

0

ρ(t, x) [∂tφ(t, x) + λ((Wj(t))j, x)∂xφ(t, x)− µ((Wj(t))j, x)φ(t, x)] dxdt

=

∫ τ

0

∫ ε2(t)

0

ρ(t, x) [∂tφ(t, x) + λ((Wj(t))j, x)∂xφ(t, x)− µ((Wj(t))j, x)φ(t, x)] dxdt

+

∫ τ

0

∫ 1

ε2(t)

ρ(t, x) [∂tφ(t, x) + λ((Wj(t))j, x)∂xφ(t, x)− µ((Wj(t))j, x)φ(t, x)] dxdt

On remplace ρ par la formule explicite donnée par (13) et on effectue les changements de
variable u = αt(x) et x = βt(y). On obtient :

A =

τ∫
0

t∫
0

r(u, (Wj(u))j)e
−

t∫
u
µ((Wj(θ))j ,ξ3(θ;u,0))dθ

[∂tφ+ λ∂xφ− µφ](t, ξ3(t;u, 0))dudt

+

τ∫
0

1−
∫ t
0 λ((Wj(θ))j ,ξ1(θ))dθ∫

0

ρ0(x)e
−

t∫
0

µ((Wj(θ))j ,ξ4(θ;0,x))dθ
[∂tφ+ λ∂xφ− µφ](t, ξ4(t; 0, x))dudt

=

τ∫
0

t∫
0

r(u, (Wj(u))j)

d

[
e
−

t∫
u
µ((Wj(θ))j ,ξ3(θ;u,0))dθ

φ(t, ξ3(t;u, 0))

]
dt

dudt

+

τ∫
0

1−
∫ t
0 λ((Wj(θ))j ,ξ1(θ))dθ∫

0

ρ0(x)

d

[
e
−

t∫
0

µ((Wj(θ))j ,ξ4(θ;0,x))dθ
φ(t, ξ4(t; 0, x))

]
dt

dxdt

Pour pouvoir intégrer par rapport à la variable t en premier, on change l’ordre des intégrales
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(Fubini) :

A =

τ∫
0

r(u, (Wj(u))j)

τ∫
u

d

[
e
−

t∫
u
µ((Wj(θ))j ,ξ3(θ;u,0))dθ

φ(t, ξ3(t;u, 0))

]
dt

dtdu

+

 f(τ)∫
0

τ∫
0

+

1∫
f(τ)

f−1(x)∫
0

 ρ0(x)

d

[
e
−

t∫
0

µ((Wj(θ))j ,ξ4(θ;0,x))dθ
φ(t, ξ4(t; 0, x))

]
dt

dtdx

où f(t) := ξ1(0; t, 1) = 1 −
∫ t

0
λ((Wj(θ))j, ξ1(θ))dθ. Or soit x ∈ [f(τ), 1], alors f−1(x) = t où t

est tel que x = ξ1(0; t, 1). Donc ξ4(f−1(x); 0, x) = ξ4(t; 0, ξ1(0; t, 1)) = 1.
De plus, on rappelle que φ(τ, x) = 0 ∀x ∈ [0, 1] et φ(t, 1) = 0 ∀t ∈ [0, τ ]. Donc finalement :

A =

τ∫
0

r(u, (Wj(u))j)

[
e
−

t∫
u
µ((Wj(θ))j ,ξ3(θ;u,0))dθ

φ(t, ξ3(t;u, 0))

]τ
u

du

+

f(τ)∫
0

ρ0(x)

[
e
−

t∫
0

µ((Wj(θ))j ,ξ4(θ;0,x))dθ
φ(t, ξ4(t; 0, x))

]τ
0

dx

+

1∫
f(τ)

ρ0(x)

[
e
−

t∫
0

µ((Wj(θ))j ,ξ4(θ;0,x))dθ
φ(t, ξ4(t; 0, x))

]f−1(x)

0

dx

= −
τ∫

0

r(u, (Wj(u))j)φ(t, ξ3(u;u, 0))du−
f(τ)∫
0

ρ0(x)φ(0, ξ4(0; 0, x))dx−
1∫

f(τ)

ρ0(x)φ(0, ξ4(0; 0, x))dx

= −
τ∫

0

r(u, (Wj(u))j)φ(t, 0)du−
1∫

0

ρ0(x)φ(0, x)dx

Et donc ρ est bien une solution faible de notre problème.

A.6 Preuve de la proposition 4.12

Démonstration. On considère d’abord le cas τ > 0.
Pour tout τ ∈ (0, T ] et ε ∈ (0, τ), on choisit ηε ∈ C1([0, τ ]) tel que ηε(τ) = 0, ηε(t) = 1 pour
tout t ∈ [0, τ − ε] et η′ε(t) ≤ 0 pour tout t ∈ [0, τ ].
Remarquons d’abord que pour tout h ∈ C0([0, τ ]),

lim
ε→0

τ∫
τ−ε

η′ε(t)h(t)dt = −h(τ) (⋆)

En effet, le théorème de la moyenne donne
τ∫

τ−ε

η′ε(t)h(t)dt = εη′ε(cε)h(cε) où τ − ε ≤ cε ≤ τ .

D’autre part, un développement limité à l’ordre 1 de ηε donne la relation η′ε(τ − ε) ∼
ε→0

−1
ε
, et

65



donc par continuité de η′ et h on a εη′ε(cε)h(cε) ∼
ε→0

−ε1
ε
h(τ) = −h(τ).

Soit φ ∈ C1 ([0, τ ]× [0, 1]) tel que φ(t, 1) = 0 ∀t ∈ [0, τ ]. On définit φε(t, x) := ηε(t)φ(t, x). On
a clairement φε ∈ C1 ([0, τ ]× [0, 1]), φε(τ, x) = 0 ∀x ∈ [0, 1] et φε(t, 1) = 0 ∀t ∈ [0, τ ]. Soit ρ
une solution faible, alors par définition on a :∫ τ

0

∫ 1

0

ρ(t, x) [∂tφε(t, x) + λ((Wj(t))j, x)∂xφε(t, x)− µ((Wj(t))j, x)φε(t, x)] dxdt

+

∫ τ

0

r(t, (Wj(t))j)φε(t, 0)dt+

∫ 1

0

ρ0(x)φε(0, x)dx = 0

On en déduit :∫ τ

0

∫ 1

0

ρ(t, x) [∂tφ(t, x) + λ((Wj(t))j, x)∂xφ(t, x)− µ((Wj(t))j, x)φ(t, x)] dxdt

+

∫ τ

0

r(t, (Wj(t))j)φ(t, 0)dt+

∫ 1

0

ρ0(x)φ(0, x)dx

=

∫ τ

τ−ε

∫ 1

0

(1− ηε(t))ρ(t, x) [∂tφ(t, x) + λ((Wj(t))j, x)∂xφ(t, x)− µ((Wj(t))j, x)φ(t, x)] dxdt

+

∫ τ

τ−ε

(1− ηε(t))r(t, (Wj(t))j)φ(t, 0)dt−
∫ τ

τ−ε

∫ 1

0

η′ε(t)ρ(t, x)φ(t, x)dxdt

Il reste à faire tendre ε→ 0.
Remarquons d’abord que les Wj sont continus sur [0, T ]. En effet, soit t ∈ [0, T ] et une suite
tn → t, alors :

|Wj(tn)−Wj(t)| =
∣∣∣∣∫ 1

0

ωj(y)ρ(tn, y)dy −
∫ 1

0

ωj(y)ρ(tn, y)dy

∣∣∣∣
≤ ∥ωj∥∞

∫ 1

0

|ρ(tn, y)− ρ(t, y)| dy −→
n→∞

0 car ρ ∈ C0
(
[0, T ];L1(0, 1)

)
Donc par composition, (t, x) 7→ λ((Wj(t))j, x), (t, x) 7→ µ((Wj(t))j, x) sont continues sur [0, T ]×
[0, 1].
On peut donc borner les termes suivants (on ne détaille pas ici mais on peut le voir facilement) :∣∣∣∣∫ 1

0

(1− ηε(t))ρ(t, x) [∂tφ(t, x) + λ((Wj(t))j, x)∂xφ(t, x)− µ((Wj(t))j, x)φ(t, x)] dx

∣∣∣∣ ≤ K1

|(1− ηε(t))r(t, (Wj(t))j)φ(t, 0)| ≤ K2

oú K1 et K2 sont des constantes qui ne dépendent pas de t, x et de ε. Donc :∣∣∣∣∫ τ

τ−ε

∫ 1

0

(1− ηε(t))ρ(t, x) [∂tφ(t, x) + λ((Wj(t))j, x)∂xφ(t, x)− µ((Wj(t))j, x)φ(t, x)] dxdt

∣∣∣∣ ≤ K1ε −→
ε→0

0∣∣∣∣∫ τ

τ−ε

(1− ηε(t))r(t, (Wj(t))j)φ(t, 0)dt

∣∣∣∣ ≤ K2ε −→
ε→0

0

Enfin, t 7→
∫ 1

0
ρ(t, x)φ(t, x)dx ∈ C0([0, τ ]) donc (en appliquant ⋆) :

lim
ε→0

τ∫
τ−ε

η′ε(t)

∫ 1

0

ρ(t, x)φ(t, x)dxdt = −
∫ 1

0

ρ(τ, x)φ(τ, x)dx
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Ceci termine la preuve dans le cas τ > 0.
À présent, on considère τ = 0.
Soit φ ∈ C1({0} × [0, 1]) telle que φ(0, 1) = 0.
Soit ε > 0, ∀x ∈ [0, 1], ∀t ∈ [0, ε], on pose φε(t, x) = φ(0, x). On a donc φε ∈ C1([0, ε]× [0, 1])
et φε(t, 1) = φ(0, 1) = 0, ∀t ∈ [0, ε]. Donc, d’après ce que l’on vient de montrer, on a :∫ ε

0

∫ 1

0

ρ(t, x) [∂tφε(t, x) + λ((Wj(t))j, x)∂xφε(t, x)− µ((Wj(t))j, x)φε(t, x)] dxdt

+

∫ ε

0

r(t, (Wj(t))j)φε(t, 0)dt+

∫ 1

0

ρ0(x)φε(0, x)dx−
∫ 1

0

ρ(ε, x)φε(ε, x)dx = 0

En utilisant le fait que φε(t, x) = φ(0, x), ∀x ∈ [0, 1], ∀t ∈ [0, ε], on a :∫ ε

0

∫ 1

0

ρ(t, x) [λ((Wj(t))j, x)∂xφ(0, x)− µ((Wj(t))j, x)φ(0, x)] dxdt

+

∫ ε

0

r(t, (Wj(t))j)φ(0, 0)dt =

∫ 1

0

ρ(ε, x)φ(0, x)dx−
∫ 1

0

ρ0(x)φ(0, x)dx

On fait tendre ε → 0. Les termes de gauche tendent vers 0 (on peut borner les termes sous
intégrale indépendemment de ε).
D’autre part, comme ρ ∈ L∞ ((0, T )× (0, 1)), le théorème de convergence dominée donne :∫ 1

0

ρ(ε, x)φ(0, x)dx−→
ε→0

∫ 1

0

ρ(0, x)φ(0, x)dx

Donc finalement on obtient ce que l’on voulait, à savoir :∫ 1

0

ρ(0, x)φ(0, x)dx =

∫ 1

0

ρ0(x)φ(0, x)dx

A.7 Preuve du théorème 4.3 d’unicité locale

La proposition suivante nous servira pour la preuve du théorème 4.3.

Proposition A.1. Soit f ∈ L2(0, 1) tel que ∀ψ0 ∈ C1
c (0, 1),

1∫
0

fψ0 = 0

Alors f = 0 dans L2(0, 1)

Démonstration. Soit g ∈ L2(0, 1). C1
c (0, 1) est dense dans L2(0, 1), donc il existe (gn)n≥0 ∈

C1
c (0, 1)

N tel que ∥gn − g∥L2 −→
n→+∞

0.∣∣∣∣∣∣
1∫

0

fg

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

1∫
0

f(g − gn) +

1∫
0

fgn

∣∣∣∣∣∣
≤ ∥f∥L2 ∥g − gn∥L2 +

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

fgn

∣∣∣∣∣∣ (inégalité triangulaire et Cauchy-Schwarz)
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Or par hypothèse, pour tout n ≥ 0,
∫ 1

0
fgn = 0 , donc∣∣∣∣∣∣

1∫
0

fg

∣∣∣∣∣∣ ≤ ∥f∥L2 ∥g − gn∥L2 −→
n→+∞

0

Donc
1∫
0

fg = 0 ∀g ∈ L2(0, 1) et donc f = 0 dans L2(0, 1) .

. Preuve du théorème 4.3] Soit ρ̄ ∈ C0 ([0, δ];L1(0, 1))∩L∞ ((0, δ)× (0, 1)) une solution faible de
notre problème, où δ vérifie (36). D’après la proposition 4.12, ∀τ ∈ [0, δ] et ∀φ ∈ C1 ([0, τ ]× [0, 1])
tel que φ(t, 1) = 0 ∀t ∈ [0, τ ], on a :∫ τ

0

∫ 1

0

ρ̄(t, x)
[
∂tφ(t, x) + λ((W̄j(t))j, x)∂xφ(t, x)− µ((W̄j(t))j, x)φ(t, x)

]
dxdt

+

∫ τ

0

r(t, (W̄j(t))j)φ(t, 0)dt+

∫ 1

0

ρ0(x)φ(0, x)dx−
∫ 1

0

ρ̄(τ, x)φ(τ, x)dx = 0

où W̄i(t) :=
1∫
0

ωi(y)ρ̄(t, y)dy

Soit ψ0 ∈ C1
0(0, 1). On pose ψ la solution du problème linéaire suivant (problème dual) :

ε∂tψ(t, x) + λ
(
(W̄j(t))j, x

)
∂xψ (t, x)− µ

(
(W̄j(t))j, x

)
ψ (t, x) = 0, 0 ≤ t ≤ τ, 0 ≤ x ≤ 1

ψ(τ, x) = ψ0(x), 0 ≤ x ≤ 1

ψ(t, 1) = 0, 0 ≤ t ≤ τ
(45)

Soit τ ∈ [0, δ], on définit les courbes caractéristiques suivantes :

dξ̄i
ds

(s) = λ
(
(W̄j(s))j, ξ̄i(s)

)
, i ∈ {1, . . . , 4}

avec les conditions initiales :

• ξ̄1(τ) = 1 pour un t donné

• ξ̄2(0) = 0

• ξ̄3(τ) = x pour t donné et x ∈ [0, ξ̄2(τ)]

• ξ̄4(τ) = x pour t donné et x ∈ [ξ̄2(τ), 1]

Notons que ces courbes caractéristiques sont bien définies car ρ̄ ∈ C0 ([0, δ];L1(0, 1)) donc
W̄1, . . . , W̄n1 sont dans C0([0, δ]).
On définit ᾱ ∈ [0, τ ] et β̄ ∈ [0, ξ̄1(0; t, 1)] de manière analogue à α et β (voir proposition 4.2).

On peut montrer (méthode des caractéristiques classique, similaire à la proposition 4.5) que ψ
vérifie :  ψ(t, x) = ψ0(ξ̄(τ ; t, x))e

−
∫ τ
t µ((W̄j(θ))j ,ξ̄(θ;t,x))dθ 0 ≤ x ≤ ξ̄1(t), 0 ≤ t ≤ τ

ψ(t, x) = 0, ξ̄1(t) ≤ x ≤ 1, 0 ≤ t ≤ τ
(46)
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De plus, on peut vérifier "facilement" que si ψ0(1) = ψ′
0(1) = 0, alors les conditions de compa-

tibilité sont respectées et on a ψ ∈ C1 ([0, τ ]× [0, 1]).
En appliquant la proposition 4.12 en prenant φ = ψ, on a directement :

1∫
0

ρ̄(τ, x)ψ0(x)dx =

1∫
0

ρ0(x)ψ(0, x)dx+

τ∫
0

r(t, (W̄j(t))j)ψ(t, 0)dt

En remplaçant avec (46), on obtient :
τ∫

0

r(t, (W̄j(t))j)ψ(t, 0)dt =

τ∫
0

r(t, (W̄j(t))j)ψ0(ξ̄3(τ ; t, 0))e
−

∫ τ
t µ((W̄j(θ))j ,ξ̄3(θ;t,0))dθdt

On fait le changement de variable x = ξ̄3(τ ; t, 0) (équivalent à t = ᾱ(τ, x)).
On a donc (voir proposition 4.3) :

dt

dx
= − 1

λ
(
(W̄j(ᾱ))j, 0

)e− ∫ τ
ᾱ λx((W̄j(θ))j ,ξ̄3(θ))dθ

ξ̄3(τ, t = τ, 0) = 0 et ξ̄3(τ, t = 0, 0) = ξ̄2(τ),
Donc

τ∫
0

r(t, (W̄j(t))j)ψ(t, 0)dt =

ξ̄2(τ)∫
0

r(ᾱ, (W̄j(ᾱ))j)

λ
(
(W̄j(ᾱ))j, 0

)e− ∫ τ
ᾱ λx((W̄j(θ))j ,ξ̄3(θ))+µ((W̄j(θ))j ,ξ̄3(θ;ᾱ(τ,x),0))dθψ0(x)dx

et comme ξ̄3(θ; ᾱ(τ, x), 0) = ξ̄3(θ; ᾱ(τ, x), ξ̄3(ᾱ(τ, x); τ, x)) = ξ̄3(θ; τ, x), on a finalement :

τ∫
0

r(t)ψ(t, 0)dt =

ξ̄2(τ)∫
0

r(ᾱ, (W̄j(ᾱ))j)

λ
(
(W̄j(ᾱ))j, 0

)e− ∫ τ
ᾱ λx((W̄j(θ))j ,ξ̄3(θ))+µ((W̄j(θ))j ,ξ̄(θ;τ,x))dθψ0(x)dx

D’autre part,

1∫
0

ρ0(x)ψ(0, x)dx =

ξ̄1(0)∫
0

ρ0(x)ψ0(ξ̄4(τ ; 0, x))e
−

∫ τ
0 µ((W̄j(θ))j ,ξ̄4(θ;0,x))dθdx+

1∫
ξ̄1(0)

0dx

On fait le changement de variable y = ξ̄4(τ ; 0, x) (équivalent à β̄(τ, y) = x) :
On a (voir la proposition 4.3) :

dx

dy
= e−

∫ τ
0 λx((W̄j(θ))j ,ξ̄4(θ))dθ

ξ̄4(τ ; 0, x = 0) = ¯ξ2(τ) et ξ̄4(τ ; 0, x = ξ̄1(0)) = 1,
Donc

1∫
0

ρ0(x)ψ(0, x)dx =

1∫
ξ̄2(τ)

ρ0(β̄(τ, y))e
−

∫ τ
0 λx((W̄j(θ))j ,ξ̄4(θ))+µ((W̄j(θ))j ,ξ̄4(θ;τ,y))dθψ0(y)dy
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Finalement,

1∫
0

ρ̄(τ, x)ψ0(x)dx =

ξ̄2(τ)∫
0

r(ᾱ, (W̄j(ᾱ))j)

λ
(
(W̄j(ᾱ))j, 0

)e− ∫ τ
ᾱ λx((W̄j(θ))j ,ξ̄3(θ))+µ((W̄j(θ))j ,ξ̄(θ;τ,x))dθψ0(x)dx

+

1∫
ξ̄2(τ)

ρ0(β̄(τ, x))e
−

∫ τ
0 λx((W̄j(θ))j ,ξ̄4(θ))+µ((W̄j(θ))j ,ξ̄4(θ;τ,x))dθψ0(x)dx

En résumé, ∀τ ∈ [0, δ],
1∫

0

[ρ̄(τ, x)− g(τ, x)]ψ0(x)dx = 0

en posant

g(τ, x) : = 1[0,ξ̄2(τ)](x)
r(ᾱ, (W̄j(ᾱ))j)

λ
(
(W̄j(ᾱ))j, 0

)e− ∫ τ
ᾱ λx((W̄j(θ))j ,ξ̄3(θ))+µ((W̄j(θ))j ,ξ̄(θ;τ,x))dθ

+ 1[ξ̄2(τ),1](x)ρ0(β̄(τ, x))e
−

∫ τ
0 λx((W̄j(θ))j ,ξ̄4(θ))+µ((W̄j(θ))j ,ξ̄4(θ;τ,x))dθ

Or ceci est valable pour n’importe quel ψ0 ∈ {C1[0, 1];ψ0(1) = ψ′
0(1) = 0} ⊂ C1

c (0, 1), donc
d’après la proposition A.1, ρ̄(τ, .) = g(τ, .) dans L2(0, 1) pour tout τ ∈ [0, δ].
Soit τ ∈ [0; δ], l’inégalité de Cauchy-Schwarz donne :

∥ρ̄(τ, .)− g(τ, .)∥L1(0,1) ≤ ∥ρ̄(τ, .)− g(τ, .)∥L2(0,1) = 0

Donc on a directement que :

∥ρ̄− g∥C0([0,δ],L1(0,1)) = sup
τ∈[0,δ]

∥ρ̄(τ, .)− g(τ, .)∥L1(0,1) = 0

Comme ρ̄ ∈ C0 ([0, δ];L1(0, 1)), il vient que g ∈ C0 ([0, δ];L1(0, 1)) et ρ̄ = g dans C0 ([0, δ];L1(0, 1)).
De plus, on peut en déduire que ρ̄(τ, x) = g(τ, x) pour presque tout (τ, x) ∈ [0, δ]× [0, 1] et donc
ρ̄ = g dans L∞ ((0, δ)× (0, 1)). Finalement, on a dans C0 ([0, δ];L1(0, 1)) ∩ L∞ ((0, δ)× (0, 1))
que : ρ̄(τ, x) =

r(ᾱ,(W̄j(ᾱ))j)

λ((W̄j(ᾱ))j ,0)
e−

∫ τ
ᾱ λx((W̄j(θ))j ,ξ̄3(θ)) + µ((W̄j(θ))j ,ξ̄3(θ))dθ 0 ≤ x ≤ ξ̄2(t), 0 ≤ τ ≤ δ

ρ̄(τ, x) = ρ0(β̄)e
−

∫ τ
0 λx((W̄j(θ))j ,ξ̄4(θ)) + µ((W̄j(θ))j ,ξ̄4(θ))dθ, ξ̄2(t) ≤ x ≤ 1, 0 ≤ t ≤ δ

(47)
Et donc en utilisant la proposition 4.4, on trouve que ∀i ∈ {1, . . . , N}, et ∀t ∈ [0, δ] on a :

W̄i(t) =

∫ t

0

r(u, (W̄j(u))j)e
−

∫ t
u µ((W̄j(θ))j ,ξ̄3(θ;u,0))dθωi(ξ̄3(t;u, 0))du

+

∫ 1−
∫ t
0 λ((W̄j(θ))j ,ξ̄1(θ))dθ

0

ρ0(x)e
−

∫ t
0 µ((W̄j(θ))j ,ξ̄4(θ;0,x))dθωi(ξ̄4(t; 0, x))dx

= Fi(W̄i)(t)
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Montrons que (W̄1, . . . , W̄N) ∈
N∏
j=1

Ωδ,Mj
.

Pour i = j0, on a la majoration suivante :

∣∣W̄j0(t)
∣∣ ≤ ∥ωj0∥∞

∫ t

0

r0(u) + r1(u)W̄j0(u)du+ ∥ρ0∥∞ ∥ωj0∥∞

≤ ∥ωj0∥∞
(
T ∥r0∥∞,[0,T ] + ∥ρ0∥∞

)
+ ∥ωj0∥∞ ∥r1∥∞,[0,T ]

∫ t

0

W̄j0(u)du

et donc d’après le lemme de Grönwall version intégrale et la définition de Mj0 (voir (7)) :

∣∣W̄j0(t)
∣∣ ≤ ∥ωj0∥∞ (T ∥r0∥∞ + ∥ρ0∥∞) e∥ωj0∥∞

∥r1∥∞t

≤ ∥ωj0∥∞ (T ∥r0∥+ ∥ρ0∥∞) e∥ωj0∥∞
∥r1∥T ≤Mj0

donc en passant au sup :∥∥W̄j0

∥∥
∞ ≤Mj0

Pour i ̸= j0, on fait la même majoration que dans la preuve de la proposition 4.8 :∥∥W̄i

∥∥ ≤ T ∥ωi∥ (∥r0∥+ ∥r1∥Mj0) + ∥ωi∥ ∥ρ0∥ =Mi

Finalement, on a bien montré que (W̄1, . . . , W̄N) ∈
N∏
j=1

Ωδ,Mj
. Or F admet un unique point fixe

sur cet espace (proposition 4.10), donc par unicité ∀i ∈ {1, . . . , N}, W̄i ≡ Wi. Par conséquent,
ξ̄i ≡ ξi, ᾱ ≡ α, β̄ ≡ β. En remplaçant dans (47), on a directement que ρ̄ ≡ ρ.

A.8 Preuve du théorème 4.1 d’existence-unicité d’une solution glo-
bale

Démonstration. On va procéder en itérant sur l’intervalle temporel de définition de la solution.
On a vu qu’on a existence et unicité d’une solution sur [0, δ0] × [0, 1] avec δ0 qui vérifie (36).
En itérant, on veut montrer qu’on a existence et unicité sur [0, δ0 + δ1 + . . .+ δm]× [0, 1] avec∑m

i=0 δi = T . Il faudra donc s’assurer qu’il existe bien un m tel que
∑m

i=0 δi atteint T .
On procède donc par réccurence.
Soit n ≥ 0, on suppose qu’on a une solution faible jusqu’au temps τ := δ0+δ1+ . . .+δn ∈ (0, T )
donnée par : ρ(t, x) = ρ0(β)e

−
∫ t
0 λx((Wj(θ))j ,ξ4(θ)) + µ((Wj(θ))j ,ξ4(θ))dθ, ξ2(t) ≤ x ≤ 1, 0 ≤ t ≤ τ

ρ(t, x) =
r(α,(Wj(α))j)

λ((Wj(α))j ,0)
e−

∫ t
α λx((Wj(θ))j ,ξ3(θ)) + µ((Wj(θ))j ,ξ3(θ))dθ sinon

(48)

Pour n = 0, l’existence-unicité d’une telle solution est donnée par les théorèmes 4.2 et 4.3.
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On considère ρ̃c ∈ C0 ([0, δn+1];L
1(0, 1)) ∩ L∞ ((0, δn+1)× (0, 1)) (avec δn+1 suffisamment

petit) la solution faible de :

∂tρ̃c(t, x) = −∂x
(
λ
(
(W̃c,i(t))1≤i≤n1 , x

)
ρ̃c (t, x)

)
− µ

(
(W̃c,i(t))n1+1≤i≤n1+n2 , x

)
ρ̃c (t, x) ,

x ∈ (0, 1), t ≥ 0

ρ̃c(t = 0, x) = ρ(τ, x), x ∈ (0, 1)

lim
x→0

λ
(
(W̃c,i(t))1≤i≤n1 , x

)
ρ̃c (t, x) = r

(
t+ τ, (W̃c,i(t))n1+n2<i≤N

)
, t ≥ 0

(49)
où ∀i ∈ {1, . . . , N}, W̃c,i(t) =

∫ 1

0
ωi(y)ρ̃c(t, y)dy .

Notons que cette solution est bien définie car ρ(τ, .) ∈ L∞(0, 1) et r(.+ τ, (.)j) ∈ C1([0; +∞)×
([0; +∞))n3) vérifie bien l’hypothèse de sous-linéarité. On peut donc appliquer les les théorèmes
4.2 et 4.3 d’existence de solution locale (sous réserve que δn+1 soit assez petit bien entendu).

On définit ρ̃(t+ τ, .) := ρ̃c(t, .), ∀t ∈ [0, δn+1], et ρ̄ tel que : ρ̄(t, .) = ρ(t, .) , 0 ≤ t ≤ τ

ρ̄(t, .) = ρ̃(t, .) = ρ̃c(t− τ, .) , τ ≤ t ≤ τ + δn+1

(50)

Montrons que ρ̄ est une solution faible sur [0, τ + δn+1]× [0, 1].

Premièrement, montrons que ρ̄ ∈ C0 ([0, τ + δn+1];L
1(0, 1))∩L∞ ((0, τ + δn+1)× (0, 1)). Comme

ρ ∈ C0 ([0, τ ];L1(0, 1))∩L∞ ((0, τ)× (0, 1)) et ρ̃ ∈ C0 ([τ, τ + δn+1];L
1(0, 1))∩L∞ ((τ, τ + δn+1)× (0, 1)),

il suffit de montrer la continuité en τ .
Or ρ̃c est une solution faible de (49) donc (en appliquant la proposition 4.12 à ρ̃c en prenant
τ = 0 dans l’énoncé de la proposition) ρ̃(τ, x) = ρ(τ, x) p.p. x ∈ [0, 1], d’où la continuité en τ .

À présent, montrons que ρ̄ vérifie la formulation variationnelle, i.e. ∀u ∈ [0, τ + δn+1] et
∀φ ∈ C1 ([0, u]× [0, 1]) tel que
φ(u, x) = 0 ∀x ∈ [0, 1] et φ(t, 1) = 0 ∀t ∈ [0, u], on a :

⋆ :=

∫ u

0

∫ 1

0

ρ̄(t, x)
[
∂tφ(t, x) + λ((W̄i(t))i, x)∂xφ(t, x)− µ((W̄i(t))i, x)φ(t, x)

]
dxdt

+

∫ u

0

r(t, (W̄i(t))i)φ(t, 0)dt+

∫ 1

0

ρ0(x)φ(0, x)dx = 0

où ∀i ∈ {1, . . . , N}, W̄i(t) =
∫ 1

0
ωi(y)ρ̄(t, y)dy

Si u ∈ [0, τ ], comme ρ est une solution faible sur [0, τ ], on a directement l’égalité voulue.
Si u ∈ (τ, τ + δn+1], on a :

⋆ =

∫ τ

0

∫ 1

0

ρ(t, x) [∂tφ(t, x) + λ(Wi(t))i, x)∂xφ(t, x)− µ((Wi(t))i, x)φ(t, x)] dxdt

+

∫ u

τ

∫ 1

0

ρ̃(t, x)
[
∂tφ(t, x) + λ(W̃i(t))i, x)∂xφ(t, x)− µ((W̃i(t))i, x)φ(t, x)

]
dxdt

+

∫ τ

0

r(t, (Wi(t))i)φ(t, 0)dt+

∫ u

τ

r(t, (W̃i(t))i)φ(t, 0)dt+

∫ 1

0

ρ0(x)φ(0, x)dx
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où ∀i ∈ {1, . . . , N}, W̃i(t) =
∫ 1

0
ωi(y)ρ̃(t, y)dy.

Or d’après la proposition 4.12, comme ρ est solution faible sur [0, τ ] on a :∫ τ

0

∫ 1

0

ρ(t, x) [∂tφ(t, x) + λ(Wi(t))i, x)∂xφ(t, x)− µ((Wi(t))i, x)φ(t, x)] dxdt

+

∫ τ

0

r(t, (Wi(t))i)φ(t, 0)dt+

∫ 1

0

ρ0(x)φ(0, x)dx =

1∫
0

ρ(τ, x)φ(τ, x)dx

(51)

De plus, ρ̃c est une solution faible de (49) sur [0, δn+1]×[0, 1] et ∀t ∈ [0, δn+1], ρ̃(t+τ, .) := ρ̃c(t, .),
donc ∀ψ ∈ C0([0, u− τ ]× [0, 1]) tel que ψ(u− τ, .) = 0 et ψ(., 1) = 0 :∫ u−τ

τ

∫ 1

0

ρ̃(t+ τ, x)
[
∂tψ(t, x) + λ(W̃i(t+ τ))i, x)∂xψ(t, x)− µ((W̃i(t+ τ))i, x)ψ(t, x)

]
dxdt

+

∫ τ−u

0

r(t+ τ, (W̃i(t+ τ))i)ψ(t, 0)dt+

∫ 1

0

ρ(τ, x)ψ(0, x)dx = 0

En particulier, cette égalité est vraie pour ψ(t, x) = φ(t+ τ, x).
En faisant le changement de variable affine t = t+ τ , on a directement :∫ u

τ

∫ 1

0

ρ̃(t, x)
[
∂tφ(t, x) + λ(W̃i(t))i, x)∂xφ(t, x)− µ((W̃i(t))i, x)φ(t, x)

]
dxdt

+

∫ u

τ

r(t, (W̃i(t))i)φ(t, 0)dt+

∫ 1

0

ρ(τ, x)φ(τ, x)dx = 0

(52)

En additionnant (51) et (52), on obtient finalement que

⋆ =

∫ 1

0

ρ(τ, x)ψ(0, x)dx−
∫ 1

0

ρ(τ, x)ψ(0, x)dx = 0

Donc ρ̄ ∈ C0 ([0, τ + δn+1];L
1(0, 1))∩L∞ ((0, τ + δn+1)× (0, 1)) vérifie la formulation variation-

nelle, c’est bien une solution faible sur [0, τ + δn+1]× [0, 1].

Pour la suite, on définit les courbes caractéristiques ξ̃, ξ̃c, ξ̄ à partir respectivement des (W̃i)i,
(W̃c,i)i, (W̄i)i similairement à la manière dont l’on avait définit les courbes ξ (définition 4.2). À
partir de ces courbes, on définit ᾱ, β̄, α̃, β̃, α̃c, β̃c de la même façon que l’on avait définit α et
β (proposition 4.2, remarque 4.1).
Pour commencer, montrons quelques propriétés sur ces courbes, illustrée par la figure 24. Soit
(t, x) ∈ [0, δn+1]× [0, 1]. Soit s ∈ [0, δn+1] (tel que ξ̃c(s; t, x) bien définie), alors

ξ̃′c(s; t, x) = λ((W̃c,j(s))j, ξ̃c(s)) = λ((W̃j(s+ τ))j, ξ̃c(s)) et ξ̃c(t) = x

Or, on a aussi
ξ̃(s+ τ) = λ((W̃j(s+ τ))j, ξ̃(s+ τ)) et ξ̃(t+ τ) = x

ξ̃(.+ τ ; t+ τ, x) et ξ̃c(.; t, x) vérifient le même problème de Cauchy, donc par unicité

ξ̃(.+ τ ; t+ τ, x) = ξ̃c(.; t, x), ∀t ∈ [0, δn+1], x ∈ [0, 1] (53)

et comme ρ̄(t, .) = ρ̃(t, .) sur [τ, τ + δn+1], on a W̄ ≡ W̃ sur [τ, τ + δn+1], et donc

ξ̄(.+ τ ; t+ τ, x) = ξ̃(.+ τ ; t+ τ, x) = ξ̃c(.; t, x), ∀t ∈ [0, δn+1], x ∈ [0, 1] (54)
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Figure 24 : Cas ξ̄2 défini sur [0, tmax] avec τ + δn+1 ≤ tmax. Les intervalles de même couleur
(bleu, vert ou rouge) sont en bijection.

Donc, en particulier, soit (t, x) ∈ [0, δn+1]× [0, 1] tel que α̃c(t, x) bien défini (i.e. x ∈ [0, ξ̃c,2(t)]),
alors on a :

0 = ξ̃c(α̃c(t, x); t, x) = ξ̄(α̃c(t, x) + τ ; t+ τ, x) et ξ̄(ᾱ(t+ τ, x); t+ τ, x) = 0

Donc :
ᾱ(t+ τ, x) = α̃c(t, x) + τ (55)

De plus, soit (t, x) ∈ [τ, τ + δn+1)× [0, 1] tel que β̃c(t− τ, x) bien défini (i.e. x ∈ [ξ̃c,2(t− τ), 1]),
alors :

β̃c(t− τ, x) = ξ̃c(0; t− τ, x) = ξ̃(τ ; t, x) = ξ̄(τ ; t, x) (56)

Ces propriétés vont nous être utiles pour montrer la chose suivante : ρ̄(t, x) = ρ0(β̄)e
−

∫ t
0 λx((W̄j(θ))j ,ξ̄4(θ)) + µ((W̄j(θ))j ,ξ̄4(θ))dθ, ξ̄2(t) ≤ x ≤ 1, 0 ≤ t ≤ τ + δn+1

ρ̄(t, x) =
r(ᾱ,(W̄j(ᾱ))j)

λ((W̄j(ᾱ))j ,0)
e−

∫ t
ᾱ λx((W̄j(θ))j ,ξ̄3(θ)) + µ((W̄j(θ))j ,ξ̄3(θ))dθ sinon

(57)
Par définition de ρ̄ et comme par hypothèse de récurrence, ρ vérifie (48), (57) est vérifié pour
0 ≤ t ≤ τ . Il reste à le montrer pour τ ≤ t ≤ τ + δn+1.
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ρ̄(t, .) = ρ̃c(t− τ, .) sur [τ, τ + δn+1] donc avec (54) et le théorème 4.2 appliqué à ρ̃c :

ρ̄(t, x) =
r(τ+α̃c(t−τ,x),(W̃j(τ+α̃c(t−τ,x))j)

λ((W̃j(τ+α̃c(t−τ,x))j ,0)
e−

∫ t−τ
ᾱ−τ λx((W̄j(θ+τ))j ,ξ̄3(θ+τ)) + µ((W̄j(θ+τ))j ,ξ̄3(θ+τ))dθ,

pour 0 ≤ x ≤ ξ̄(t; τ, 0) , τ ≤ t ≤ τ + δn+1

ρ̄(t, x) = ρ(τ, ξ̄(τ ; t, x))e−
∫ t−τ
0 λx((W̄j(θ+τ))j ,ξ̄(θ+τ)) + µ((W̄j(θ+τ))j ,ξ̄(θ+τ))dθ,

pour ξ̄(t; τ, 0) ≤ x ≤ 1 , τ ≤ t ≤ τ + δn+1

(58)
Or d’une part, avec (55) et (56) et en faisant un changement de variable affine dans l’intégrale,
on obtient :

r(τ + α̃c(t− τ, x), (W̃j(τ + α̃c(t− τ, x))j)

λ((W̄j(τ + α̃c(t− τ, x))j, 0)
e−

∫ t−τ
ᾱ−τ λx((W̄j(θ+τ))j ,ξ̄3(θ+τ)) + µ((W̄j(θ+τ))j ,ξ̄3(θ+τ))dθ

=
r(ᾱ(t, x), (W̄j(ᾱ(t, x)))j)

λ((W̄j(ᾱ(t, x)))j, 0)
e−

∫ t
ᾱ λx((W̄j(θ))j ,ξ̄3(θ)) + µ((W̄j(θ))j ,ξ̄3(θ))dθ

et d’autre part, par hypothèse de récurrence sur ρ et comme ρ̄(τ, .) = ρ(τ, .), si ξ̄2(τ) est défini
on a :

ρ̄(τ, ξ̄(τ ; t, x)) =
r(ᾱ,(W̄j(ᾱ))j)

λ((W̄j(ᾱ))j ,0)
e−

∫ τ
ᾱ λx((W̄j(θ))j ,ξ̄3(θ)) + µ((W̄j(θ))j ,ξ̄3(θ))dθ

0 ≤ ξ̄(τ ; t, x) ≤ ξ̄2(τ) , τ ≤ t ≤ τ + δn+1

ρ̄(τ, ξ̄(τ ; t, x)) = ρ0(β̄)e
−

∫ τ
0 λx((W̄j(θ))j ,ξ̄4(θ)) + µ((W̄j(θ))j ,ξ̄4(θ))dθ,

ξ̄2(τ) ≤ ξ̄(τ ; t, x) ≤ 1 , τ ≤ t ≤ τ + δn+1

(59)

avec ᾱ = ᾱ(τ, ξ̄(τ ; t, x)), ξ̄(θ) = ξ̄(θ; τ, ξ(τ ; t, x)) = ξ̄(θ; t, x) et β̄ = β̄(τ, ξ̄(τ ; t, x)),
Dans le cas contraire, si ξ̄2(τ) n’est pas défini, on a simplement : ρ̄(τ, ξ̄(τ ; t, x)) =

r(ᾱ,(W̄j(ᾱ))j)

λ((W̄j(ᾱ))j ,0)
e−

∫ τ
ᾱ λx((W̄j(θ))j ,ξ̄3(θ)) + µ((W̄j(θ))j ,ξ̄3(θ))dθ

0 ≤ ξ̄(τ ; t, x) ≤ 1 , τ ≤ t ≤ τ + δn+1

On se place dans le cas ξ̄2(τ) bien défini pour la suite (comme sur la figure 24). Dans l’autre
cas (voir figure 25), le principe de la preuve est le même.
Soit t tel que ξ̄2 bien défini :

ξ̄(τ ; t, x) ≤ ξ̄2(τ) ⇔ ξ̄(t; τ, ξ̄(τ ; t, x)) ≤ ξ̄(t; τ, ξ̄2(τ)) ⇔ x ≤ ξ̄2(t)

car ξ̄(t; τ, .) est strictement croissante (et donc ξ̄(τ ; t, .) aussi).
En effet, soient x1 et x2 tels que x1 < x2, et supposons que ξ̄(t; τ, x1) ≥ ξ̄(t; τ, x2).
On a ξ̄(t; τ, x1) ≥ ξ̄(t; τ, x2) et ξ̄(τ ; τ, x1) < ξ̄(τ ; τ, x2), donc par continuité de ξ̄(.; τ, x1) −
ξ̄(.; τ, x2), il existe s ∈ [τ, t] tel que x0 := ξ̄(s; τ, x1) = ξ̄(s; τ, x2), et donc par unicité de
l’EDO, les deux caractéristiques sont confondues et donc x1 = x2, ce qui est absurde. Donc
ξ̄(t; τ, x1) < ξ̄(t; τ, x2), et ξ̄(t; τ, .) est strictement croissante.

De plus, 0 = ξ̄(ᾱ(τ, ξ̄(τ ; t, x)); τ, ξ̄(τ ; t, x)) = ξ̄(ᾱ(τ, ξ̄(τ ; t, x)); t, x) donc par unicité :

ᾱ(τ, ξ̄(τ ; t, x)) = ᾱ(t, x)
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Figure 25 : Cas ξ̄−1
2 (1) < τ . Les intervalles de même couleur sont en bijection.

et on aussi
β̄(τ, ξ̄(τ ; t, x)) = ξ̄(0; t, x) = β̄(t, x)

Donc finalement :

ρ̄(τ, ξ̄(τ ; t, x)) =
r(ᾱ,(W̄j(ᾱ))j)

λ((W̄j(ᾱ))j ,0)
e−

∫ τ
ᾱ λx((W̄j(θ))j ,ξ̄3(θ)) + µ((W̄j(θ))j ,ξ̄3(θ))dθ ,

pour ξ̄(t; τ, 0) ≤ x ≤ ξ̄2(t) , τ ≤ t ≤ τ + δn+1 si ξ̄2(t) bien défini,

ou pour ξ̄(t; τ, 0) ≤ x ≤ 1 , τ ≤ t ≤ τ + δn+1 sinon

ρ̄(τ, ξ̄(τ ; t, x)) = ρ0(β̄)e
−

∫ τ
0 λx((W̄j(θ))j ,ξ̄4(θ)) + µ((W̄j(θ))j ,ξ̄4(θ))dθ,

pour ξ̄2(t) ≤ x ≤ 1 , τ ≤ t ≤ τ + δn+1 si ξ̄2(t) bien défini

(60)

avec ᾱ = ᾱ(t, x), ξ̄(θ) = ξ̄(θ; t, x) et β̄ = β̄(t, x).
En remplaçant dans (58), on obtient ce que l’on voulait montrer, à savoir (57).

On a donc montré par récurrence l’existence d’une solution globale ρ qui vérifie (10) sur tout
intervalle de temps [0,

∑m
i=0 δi] avec m ∈ N (et

∑m
i=0 δi ≤ T ). Pour avoir existence de la solution

sur [0, T ], il faut donc s’assurer que la somme des δi peut atteindre T .

Soit n ∈ N, on pose τ = δ0 + . . . + δn. On va montrer que δn+1 est minoré par une constante
qui ne dépend pas de τ (i.e. de n).
Soit t ∈ [0, τ ] et j ∈ {0, . . . , N}. Soit ρ la solution globale définit sur [0, τ ]× [0, 1]. En utilisant
la formule explicite de ρ, on a :

Wj(t) =
∫ ξ2(t)

0

r(α,(Wj(α))j)

λ((Wj(α))j ,0)
e−

∫ t
α λx((Wj(θ))j ,ξ3(θ)) + µ((Wj(θ))j ,ξ3(θ))dθωj(y)dy

+
∫ 1

ξ2(t)
ρ0(β)e

−
∫ t
0 λx((Wj(θ))j ,ξ4(θ)) + µ((Wj(θ))j ,ξ4(θ))dθωj(y)dy, si t ≤ ξ−1

2 (1)

Wj(t) =
∫ 1

0

r(α,(Wj(α))j)

λ((Wj(α))j ,0)
e−

∫ t
α λx((Wj(θ))j ,ξ3(θ)) + µ((Wj(θ))j ,ξ3(θ))dθωj(y)dy, sinon
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Et en effectuant les changements de variable u = αt(y) et x = βt(y) (voir proposition 4.3), on
obtient :

Wj(t) =
∫ t

0
r(u, (Wi(u))i)e

−
∫ t
u µ((Wj(θ))j ,ξ3(θ;u,0))dθωi(ξ3(t;u, 0))du

+
∫ 1−

∫ t
0 λ((Wj(θ))j ,ξ1(θ))dθ

0
ρ0(x)e

−
∫ t
0 µ((Wj(θ))j ,ξ4(θ;0,x))dθωi(ξ4(t; 0, x))dx, si t ≤ ξ−1

2 (1)

Wj(t) =
∫ t

ξ−1
1 (0)

r(u, (Wi(u))i)e
−

∫ t
u µ((Wj(θ))j ,ξ3(θ;u,0))dθωi(ξ3(t;u, 0))du, si ξ−1

2 (1) ≤ t ≤ T

On peut alors montrer, avec un raisonnement complètement similaire à celui fait à la fin de la
preuve du théorème d’unicité locale 4.3 (en utilisant notamment le lemme de Grönwall), que
∀j ∈ {0, . . . , N}

0 ≤ ∥Wj∥∞,[0,τ ] ≤Mj

Soit t ∈ [0, τ ], on peut donc déduire de la formule explicite de ρ que :

∥ρ(t, .)∥L∞(0,1) ≤ e
T∥λx∥∞,[0,M1]×...×[0,Mn1 ]×[0,1] max

(
∥ρ0∥∞,[0,1] ,

∥r∥∞,[0,T ]×
∏

j [0,Mj ]

inf [0,M1]×...×[0,Mn1×[0,1] λ

)
(61)

et cette majoration est en particulier vraie pour t = τ .
Or, δn+1 vérifie l’équivalent de (36) pour le problème (49). On peut réécrire (36) de manière
plus simple comme :

δn+1 = min

(
c0,

1

c1 ∥ρ(τ, .)∥L∞(0,1) + c2
,

1

c3 ∥ρ(τ, .)∥L∞(0,1) + c4

)
où c0, c1, c2, c3, c4 sont des constantes qui ne dépendent pas de τ (i.e. ne dépendent pas de n).
(61) donne une majoration de ∥ρ(τ, .)∥L∞(0,1) par une constante indépendante de τ , donc fina-
lement on peut majorer δn+1 par une constante indépendante de τ (et strictement positive).
En choisissant m assez grand,

∑m
i=0 δi peut donc atteindre T .

On a donc montré l’existence d’une solution globale ρ définie sur [0, T ] × [0, 1], et qui vérifie
(10).
Montrons à présent l’unicité de la solution globale. Supposons qu’on ait deux solutions globales
ρ1 et ρ2 définies sur [0, T ]× [0, 1] et montrons que ρ1 ≡ ρ2.
Le théorème 4.3 donne ρ1 ≡ ρ2 sur [0, δ0]× [0, 1].
Soit t ≥ δ0, on définit ρ1c(t− δ0, .) := ρ1(t, .) et ρ2c(t− δ0, .) := ρ2(t, .).
Montrons que pour k ∈ {1, 2}, ρkc est solution faible sur [0, δ1]× [0, 1] du problème suivant :

∂tρ
k
c (t, x) = −∂x

(
λ
(
(W k

c,i(t))1≤i≤n1 , x
)
ρc (t, x)

)
− µ

(
(W k

c,i(t))n1+1≤i≤n1+n2 , x
)
ρkc (t, x) ,

x ∈ (0, 1), 0 ≤ t ≤ δ1

ρkc (t = 0, x) = ρk(δ0, x), x ∈ (0, 1)

lim
x→0

λ
(
W k

c,i(t))1≤i≤n1 , x
)
ρkc (t, x) = r

(
t+ δ0, (W

k
c,i(t))n1+n2<i≤N

)
, 0 ≤ t ≤ δ1

(62)
où ∀i ∈ {1, . . . , N}, W k

c,i(t) =
∫ 1

0
ωi(y)ρ

k
c (t, y)dy =

∫ 1

0
ωi(y)ρ

k(t+ δ0, y)dy = W k
i (t+ δ0)

Soit τ ∈ [0, δ1] et soit φ ∈ C1 ([0, τ ]× [0, 1]) tel que φ(τ, x) = 0 ,∀x ∈ [0, 1] et
φ(t, 1) = 0 ,∀t ∈ [0, τ ]. On veut montrer que :

⋆ :=

∫ τ

0

∫ 1

0

ρkc (t, x)
[
∂tφ(t, x) + λ((W k

c,i(t))i, x)∂xφ(t, x)− µ((W k
c,i(t))i, x)φ(t, x)

]
dxdt

+

∫ τ

0

r(t+ δ0, (W
k
c,i(t))i)φ(t, 0)dt+

∫ 1

0

ρk(δ0, x)φ(0, x)dx = 0

(63)
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En utilisant la définition de ρkc et avec un changement de variable affine, on a directement :

⋆ =

∫ δ0+τ

δ0

∫ 1

0

ρk(t, x)
[
∂tφ(t− δ0, x) + λ((W k

i (t))i, x)∂xφ(t− δ0, x)− µ((W k
i (t))i, x)φ(t− δ0, x)

]
dxdt

+

∫ τ+δ0

δ0

r(t, (W k
i (t))i)φ(t− δ0, 0)dt+

∫ 1

0

ρk(δ0, x)φ(0, x)dx

(64)

On définit ψ ∈ C1([δ0 + τ ]× [0, 1]) une fonction telle que :

• pour tout t ∈ [δ0, δ0 + τ ], ψ(t, .) = φ(t− δ0, .).

• pour t ∈ [0, δ0], ψ(t, 1) = 0.

Notons qu’une telle fonction existe car φ(0, 1) = 0 (par définition de φ).
En remplaçant dans (64), on a :

⋆ =

∫ δ0+τ

δ0

∫ 1

0

ρk(t, x)
[
∂tψ(t, x) + λ((W k

i (t))i, x)∂xψ(t, x)− µ((W k
i (t))i, x)ψ(t, x)

]
dxdt

+

∫ τ+δ0

δ0

r(t, (W k
i (t))i)ψ(t, 0)dt+

∫ 1

0

ρk(δ0, x)ψ(δ0, x)dx

(65)

ρk est une solution faible globale du problème (4), donc en appliquant la proposition 4.12 à ρk
avec τ = δ0, on obtient que :∫ 1

0

ρk(δ0, x)ψ(δ0, x)dx =

∫ δ0

0

∫ 1

0

ρk(t, x)
[
∂tψ(t, x) + λ((W k

i (t))i, x)∂xψ(t, x)− µ((W k
i (t))i, x)ψ(t, x)

]
dxdt

+

∫ δ0

0

r(t, (W k
i (t))i)ψ(t, 0)dt+

∫ 1

0

ρ0(x)φ(0, x)dx

(66)

(65) et (66) donnent :

⋆ =

∫ δ0+τ

0

∫ 1

0

ρk(t, x)
[
∂tψ(t, x) + λ((W k

i (t))i, x)∂xψ(t, x)− µ((W k
i (t))i, x)ψ(t, x)

]
dxdt

+

∫ δ0+τ

0

r(t, (W k
i (t))i)ψ(t, 0)dt+

∫ 1

0

ρk0(x)ψ(0, x)dx

(67)

Et en appliquant directement la définition 4.1 de solution faible, (67) donne directement ⋆ = 0.
On a donc montré que pour k ∈ {1, 2}, ρkc est solution faible de (62).
Or, ρ1(δ0, .) = ρ2(δ0, .) donc ρ1c et ρ2c sont en fait solutions du même problème. D’après le
théorème 4.3 d’unicité locale on a donc ρ1c ≡ ρ2c sur [0, δ1]×[0, 1]. Or par définition, pour k = 1, 2,
ρkc (.− δ0, .) = ρk(., .) sur [δ0, δ0 + δ1]× [0, 1], donc finalement ρ1 ≡ ρ2 sur [0, δ0 + δ1]× [0, 1]. En
itérant ce raisonnement, on a

ρ1 ≡ ρ2 sur [0, δ0 + . . .+ δm] = [0, T ]

d’où l’unicité de la solution globale.
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