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1 Introduction

Ce stage de Master 2, réalisé dans les locaux de I'Inria-Saclay Ile-de-France et ponctué de
missions au centre INRAE Val de Loire, est encadré scientifiquement par Frédérique Clément,
directrice de recherche a I'Inria, ainsi que par Romain Yvinec, chargé de recherche a 'INRAE.
Nicolas Seguin, professeur des universités a I'université de Rennes 1, est le référent universitaire.

L’Inria est 'Institut National de Recherche en Informatique et Automatique. Il comporte plus
de 200 équipes-projets, pour la plupart communes avec des partenaires, et 10 grands centres
de recherche. ’INRAE est I'institut national de recherche pour ’agriculture, I’alimentation et
I’environnement. Il comporte plus de 10 000 agents répartis en 18 centres de recherche.

Le stage entre dans le cadre d’une collaboration entre 1’équipe-projet MUSCA (Dynamiques de
populations multi-échelles pour des systémes physiologiques) commune Inria, INRAE, CNRS, et
le LPGP (Laboratoire de Physiologie et Génétique des Poissons) du centre INRAE de Rennes,
autour du projet ANR DynaMO coordonné par Violette Thermes, chargée de recherche au
LPGP. Ce projet a pour but d’associer I’analyse descriptive, I’analyse fonctionnelle et la modé-
lisation pour comprendre la dynamique et la régulation de 'ovogeneése et de la fécondité chez
le médaka.

Ce stage a aussi un intérét dans le cadre du projet GinFiz (Gonadal aromatase inhibition and
other toxicity pathways leading to Fecundity Inhibition in Zebrafish : from initiating events to
population impacts) financé par 'ANSES, et qui vise & développer et tester de nouvelles mé-
thodes pour caractériser les effets non-intentionnels des produits phytopharmaceutiques sur les
populations de poissons (zebrafish notamment), en particulier les impacts résultant d’atteintes
du systéme endocrinien des individus.

Les poissons modéles (e.g. zebrafish, médaka) sont trés utilisés pour étudier les conséquences
sur la fonction de reproduction de perturbations environnementales, telles que le changement
climatique ou ’exposition & des polluants, que ce soit a I’échelle de I'individu ou de la population
(éco-physiologie et /ou éco-toxicologie). Le processus de maturation des gamétes femelles (ovo-
cytes) est en effet particuliérement sensible aux facteurs environnementaux internes (e.g. statut
métabolique) ou externes (température, salinité, perturbateurs endocriniens). Par ailleurs, ce
processus est un parameétre central pour les performances de reproduction (reproductive fitness).
Cependant, les indicateurs utilisés sont assez rudimentaires, et ne tiennent souvent compte que
du résultat final du processus de gamétogenése, comme les performances de ponte.

L’objectif est donc de développer un modéle de I'ovogenése de poisson prenant en compte les
étapes-clés de controle physiologique et environnemental, et permettant de représenter toute
la dynamique ovocytaire depuis les phases les plus précoces, et non uniquement la taille et la
fréquence des pontes.

Dans ce cadre, le stage est dédié a la formulation et & I’étude d’'un modéle au formalisme EDP
(Equations aux Dérivées Partielles) de dynamique des populations ovocytaires chez les poissons
modeéles (médaka ou zebrafish). On s’appuiera sur les connaissances biologiques relatives aux
mécanismes de 1’ovogenése chez les poissons, et sur les données expérimentales obtenues dans

le cadre du projet ANR DynaMO.



2 Notions biologiques autour de 1’ovogenése

Dans cette section, nous allons présenter succinctement les mécanismes et dynamiques de
I’ovogeneése chez les poissons.
Commencons avec quelques définitions : chez les animaux, I’ovogeneése est le processus biologique
qui aboutit a la formation d’une cellule reproductrice femelle mature, 'ovule (i.e. 'oeuf chez le
poisson). La cellule reproductrice en cours de maturation se nomme ovocyte. Aprés une phase
extra-folliculaire, au sein de nid germinatif (“cradle”), 'ovocyte (cellule germinale) se développe
dans une structure plus ou moins importante que 'on appelle follicule. Tout ce processus de
maturation se déroule dans I'ovaire, organe reproducteur femelle.
Notons que 'on pourra consulter [21] pour une description assez compléte de I'ovogenése chez
les poissons (téléostéens).

2.1 Classification histologique des ovocytes

La fagon assez classique de décrire 'ovogenése chez les poissons est de se baser sur une
classification histologique des ovocytes et de décrire ensuite les processus de maturation qui
ont lieu lorsque les ovocytes passent d’une classe a une autre (voir figure 1). Notons que cette
classification se construit souvent autour de la vitellogenése, phénoméne d’incorporation par
I'ovocyte de protéines de vitellogénine produitent par le foie ainsi que d’autres molécules telles
que des lipides et des vitamines (voir [21| pour plus de détails).

Certains poissons dits “modeles”; tels que le zebrafish ou le médaka, sont utilisés pour étudier
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FIGURE 1 : Description schématique des étapes de croissance de 'ovocyte chez les poissons
téléostéens, et étapes de division cellulaire correspondantes. Schéma issu de [21]

les mécanismes de 1’ovogenése. Ces espéces de poissons sont choisies car elles sont faciles a élever
en laboratoire, et leurs pontes sont fréquentes et controlables. La description des ovocytes de ces
espéces en différentes "classes", basée sur des critéres histologiques, est donc bien documentée

depuis longtemps (on peut citer Iwamatsu en 1988 pour le médaka [15] et Selman en 1993 pour
le zebrafish [27]).

Nous allons décrire trés rapidement les différentes classes d’ovocytes chez le médaka en re-
prenant l'article [15]. Cet article divise I'ovogenése du médaka en 5 grandes étapes distinctes
(Pré-vitéllogenése précoce, Pré-vitéllogenése tardive, Vitellogenése précoce, Vitellogenése tar-
dive et Postvitellogenése), que 'on peut raffiner en 10 étapes de croissance (voir figure 2 et 3).
Les ovocytes sont recrutés lors de la premiére étape et mesurent alors prés de 20 microns. A la
fin de 'ovogenése (juste avant la ponte), ils mesurent prés de 1200 microns (voir figure 3).



FIGURE 2 : Illustration des ovocytes en croissance a différents stades de I'ovogenése chez le

médaka, figure issue de [15]
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FIGURE 3 : Description des différents stades de 'ovogenése chez le médaka, figure issue de [15]

Ces classifications sont purement descriptives, elles ne contiennent ni informations fonction-
nelles, ni informations dynamiques (comme le temps de transit entre stades). Dans la section
suivante, nous allons donc essayer de présenter quelques principes concernant la dynamique de
I'ovogenése chez les poissons, et en particulier chez le médaka et le zebrafish.



2.2 Dynamique de ’ovogenése

Chez les poissons, trois principaux modéles de développement ovocytaire ont été identifiés
[24]. Les ovaires synchrones, groupe-synchrones et asynchrones. Ces différences s’expliquent par
des dynamiques de recrutement et de croissance complétement distinctes.

Dans le premier groupe se trouvent les poissons & ponte unique chez qui I'ovaire ne contient que
deux stades ovocytaires avant la ponte : des ovocytes trés peu matures et des ovocytes proches
de la maturité (voir figure 4).

Le second groupe est caractérisé par la présence de trois modes dans I’histogramme de répar-
tition des tailles ovocytaires : une classe d’ovocytes de faible maturité, une classe d’ovocytes
de maturité plus avancée mais qui ne participent pas a la ponte de ’année et enfin une classe
d’ovocytes en fin de maturation et qui seront pondus prochainement (voir figure 4). Ce groupe
est intermédiaire entre les deux autres.

Le troisiéme groupe comprend les poissons a pontes multiples et se caractérise par la présence
simultanée de tous les stades ovocytaires sans prédominance d’une classe particuliére, excepté la
classe des ovocytes de réserve constituée par les ovocytes protoplasmiques (stade I) qui peuvent
étre trés abondamment représentés (voir figure 5). Les poissons modéles tels que le médaka
et le zebrafish appartiennent & ce groupe. Notons que les mammiféres aussi sont a ovogeneése
asynchrone.

On ne dispose pas de beaucoup d’informations sur les dynamiques de I'ovogenése (& ’échelle de
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Fig. 3. — Structure ovarienne du barbeau fluviatile Barbus barbus avant la ponte.

Fig. 2. — Structure ovarienne de I'ombre commun Thymailus thymailus avant la ponte

FIGURE 4 : A gauche, structure ovarienne d’un poisson & ovogenése synchrone avant ponte.
A droite, structure ovarienne d’un poisson & ovogenése groupe-synchrone avant ponte. Figures
issues de 2]

la vie d’un individu ou méme & l’échelle d’une ponte). C’est en cela que les données du LPGP
vont étre intéressantes.
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Fig. 4. — Structure ovarienne du goujon Gobio gobio  différents moments de son cycle gamé-
togénétique.

FIGURE 5 : Structure ovarienne d’un poisson a ovogenése asynchrone a différents mois de
'année, figure issue de [24].

2.3 Controle hormonal

Lexique et abréviations :
Hormone : Molécule messagére produite par des cellules endocrines, circulant dans le sang
(souvent) et agissant a distance sur des cellules cibles
Gonadotropines hypophysaires : Hormones sécrétées par 'hypophyse et agissant sur les gonades
FSH : Hormone folliculo-stimulante
LH : Hormone lutéinisante
FSHR/LHR : récepteurs aux hormones FSH/LH
AMH : Hormone anti-miillérienne, sécrétée par les cellules somatiques folliculaires
(Estrogénes : Groupe d’hormones sexuelles stéroides (comprenant en particulier I'cestradiol)
Aromatase : Enzyme responsable de la biosynthése des cestrogénes

Tout le processus de l'ovogenése, du recrutement des ovogonies a la ponte, est sous controle
hormonal, et les perturbations externes (présences de perturbateurs endocriniens notamment)
peuvent grandement influencer ce processus. Nous allons présenter ici succinctement les prin-
cipales régulations s’exercant sur les différents stades de 'ovogenése de médaka.

1. Phase pré-folliculaire
L’cestradiol, controlé par le FSHR, a un effet permissif sur la progression dans la lignée
germinale (cellules PGC, GSC du germinal cradle sur la figure 6). En effet, les conditions
de non-expression de I'aromatase (inactivation de FSHR [22], invalidation de I'aromatase
[23] ou inhibiteurs de 'aromatase) bloquent non seulement la folliculogenése au stade
immature (prévitellogenése), mais elles affectent aussi la lignée germinale [31].
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FIGURE 6 : Schéma de Violette Thermes sur les différentes étapes de I’'ovogenése chez le médaka.
Les numéros des stades de maturité sont issus de la classification de Iwamatsu.

2. Recrutement
La sortie du cradle (correspondant approximativement au passage du stade II au stade
IIT sur la figure 6) est régulée (dans le sens d’un ralentissement) par TAMH (voir [32]
pour invalidation AMH chez le zebrafish). Toujours par analogie avec le zebrafish (voir
[25]), on peut aussi supposer que les follicules producteurs d’AMH sont principalements
au stade prévitellogénique (stades IIT et IV sur la figure 6).

Phase de vitellogenése

L’entrée en vitellogenése (transition stade IV-V sur la figure 6) est sous le contrdle de la
signalisation FSHR (elle n’est donc pas observée avant la puberté, et est bloquée en cas
d’invalidation de ce récepteur ou de double invalidation FSH et LH, [31, 33]). La signali-
sation via FSHR stimule I’expression de ’aromatase, et donc la production d’cestradiol,
qui & son tour stimule la production de vitellogénine par le foie. Les follicules les plus
aestrogéniques sont aux stades VI-VII (stades vitellogéniques).

La maturation finale (stades IX-X sur la figure 6) est induite par le shift de stéroidoge-
nése entre la production d’cestradiol, et celle d'un progestagéne (17«,205-DHP), sous le
controle de LH [17, 28, 34].

Ces régulations sont donc médiées, soit directement (cas de 'action de ’AMH), soit indirec-
tement (cas de l'action de 'cestradiol) par les follicules eux-mémes. D’'un point de vue de
dynamique des populations, nous pourrons donc les prendre en compte en introduisant des
interactions entre les follicules.



3 Données expérimentales du LPGP

Dans cette section, on présentera les données dont on dispose et qui sont issues des expéri-
mentations du LPGP dans le cadre de ’TANR DynaMO. Ces données vont nous permettre de
récolter des informations sur la dynamique de 'ovogenése a 1’échelle d’un cycle de ponte chez
le médaka, et dans un second temps elles seront un moyen de valider notre modéle.

3.1 Protocole expérimental

L’expérience a pour but d’étudier la distribution en taille des ovocytes dans les ovaires de
femelles médaka a différents instants de leur cycle de ponte.
Les prélevements d’ovaires sont effectués sur des femelles ayant démarré leur cycle reproducteur
(d’age adulte), a 6 points de temps précis 70, T1, T2, T3, T4, T5 comme indiqué sur la
figure 7. Notons que chaque prélévement est invasif, donc on a un unique prélévement par
individu. Le caractére journalier et la régularité de I’heure de la ponte est obtenue grace a un
conditionnement particulier des médakas (expositions a la lumiére et alimentation bien choisies).
Ceci donne lieu a une ponte journaliére quasi systématique de 15 & 30 ceufs & 9h chaque matin.
Pour pouvoir étre exploités, les ovaires prélevés sont transparisés et marqués au Vert de méthyle.

9h 9h30 13h30 17h30 21h30 1h30 5h30 ah
Ponte T0 Tl T2 T3 T4 T5 Ponte
FIGURE 7 : Schéma issu de [13] représentant les points de temps de prélévements

Ils sont ensuite analysés au microscope photonique. Enfin, aprés dé-bruitage des images, on
pratique une segmentation a partir de la méthode de deep learning Cellpose couplée a un
logiciel d’analyse d’image pour identifier les ovocytes et mesurer leur diamétre (voir figure 8).
Toute cette procédure d’analyse d’image est détaillée dans [18].

Finalement, on dispose d’un total de 31 échantillons (ovaires), dont 6 & chaque temps 70, T'1,
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FIGURE 8 : Figure issue de [18]. Panel de gauche (A) : vues ventrale et dorsale d’une recons-
truction 3D d’un ovaire entier avec des follicules segmentés (couleurs relatives a la classe de
taille). Panel de droite (B), coupe d’un ovaire dans le plan XY a différentes profondeurs Z,
avant segmentation (en haut) et aprés (en bas).

10



T2, 5 a chaque temps T'3 et 4 a chaque temps 74 et T'5. Pour chaque échantillon, les ovocytes
de taille (i.e. de diameétre) supérieure & 44.8 pm sont tous identifiés et on peut supposer que
leur taille est connue assez précisément.

3.2 Visualisation et régularisation

Pour chaque échantillon, on a plus de 1000 ovocytes dont les tailles sont & peu prés comprises
entre 40 et 1400 um (notons que la borne inférieure est imposée par les techniques d’analyse
d’images alors que la borne supérieure est naturelle). De plus, la croissance en taille des ovocytes
est un phénomeéne continu. Il parait donc naturel de considérer les distributions des tailles des
ovocytes sous forme continue.

On cherche dans un premier a quantifier la distribution en taille des ovocytes, par des approches
de statistiques descriptive.

En d’autres termes, si on considére X la variable aléatoire “diamétre des ovocytes (en um)” a
valeurs dans [44.8,1400] et p sa densité, on cherche une estimation p de cette densité qui soit
suffisament réguliére en tant que fonction du diamétre (i.e., continue, dérivable...). La méthode
d’estimation de densité non paramétrique la plus connue est 1’histogramme, mais elle donne
une estimation constante par morceaux et donc non continue. Pour avoir ce caractere régulier,
on va donc utiliser une méthode d’estimation a noyau (KDE pour kernel density estimate).

3.2.1 Méthode KDE

Pour rentrer beaucoup plus dans les détails, on pourra voir par exemple [3].
Soit X une variable aléatoire a valeur réelle de densité f et soit (X;)1<i<, un échantillon de la
variable aléatoire X.

Definition 3.1. Une fonction K est dite noyau si elle est une densité de probabilité (positive et
de masse totale égale a 1) symétrique, de moyenne nulle, de variance finie et de carré intégrable.

1e . 1.2 .
Les noyaux couramment utilisés sont les noyaux Gaussien K (u) = \/%76 2" d’Epanechni-

kov K (u) = 3(1—u?) 1jy<; (continue dérivable mais pas C'') ou encore uniforme K (u) = £ 1jy<;
(pas continue, noyau utilisé lorsque 1'on fait un histogramme).

Definition 3.2. Soit h > 0 la fenétre de lissage (ou bandwith) et K la fonction noyau. L’esti-
mateur a noyau de f est défini ainsi pour tout x € R :

f) = %ZK(;X)

D’aprés la définition 3.2, on peut interpréter ’estimation par noyau en un point donné x
comme la moyenne des valeurs des fonctions noyaux centrées sur chaque observation X; de
I’échantillon. On a principalement deux choix a faire pour bien estimer notre densité f, le choix
du noyau K et le choix du paramétre de lissage h.

On peut déja remarquer dans ’expression de f () que du choix du noyau va dépendre la régu-
larité de notre estimateur f . Sa régularité sera du méme ordre que celle du noyau choisi.

De plus, le paramétre de lissage a une influence assez évidente. Lorsqu’il tend vers 0, la fonction
noyau s’apparente a la fonction Dirac et I'estimateur f risque d’avoir des variations artificielles :
on parle de sur lissage. D’autre part, plus h devient grand, plus on risque d’"effacer" les varia-
tions de f : on parle de sous lissage.

Notons qu’il existe de nombreuses théories et résultats qui ont pour but l'obtention d’un A

11



optimal afin d’obtenir une estimation f la plus proche possible de la réelle densité f. Un choix
de h assez classique et facile & mettre en ceuvre est celui de Silverman [30] pour lequel on a
h = 0.9 min (6, Il_Q—gf) n=% oll & est Pécart type des échantillons et IQ R est ’écart interquartile.
Exemple de KDE :

Afin d’illustrer les propos précédents, en particulier sur le choix du noyau et du lissage, on a
tracé (voir figure 9) trois estimateurs de densité avec des choix différents de noyau et de band-
with pour les mémes observations, a savoir les diamétres des ovocytes relevés dans un ovaire
au temps 75 (choix fait arbitrairement).

Notons que dans les trois estimations, on observe aux alentours de 40 — 50 pm une diminution

0.010

noyau gaussien - h de Silvermann
—— noyau d’Epanechnikov - h de Silvermann

0.008 noyau gaussien - h de Silvermann /5

0.006

0.004 4

0.002

0.000 T T T T - ’ T
200 100 GO0 800 1000 1200 1400

B1T5F11

FIGURE 9 : Trois KDE différentes sur le méme échantillon d’ovocytes (B1T5F11), en orange
avec noyau gaussien et h de Silverman, en rouge avec noyau gaussien et h de Silverman divisé par
5, et en vert avec noyau d’Epanechnikov et h de Silverman. En bleu clair en fond, histogramme
avec largeur de bande de 25um.

brusque de la densité. C’est un effet de bord lié au fait que la densité n’est pas a support
strictement inclus dans [44.8,1400]. En effet, comme déja énoncé précédemment, la borne de
gauche est artificielle et correspond seulement a la taille minimale des ovocytes que 'on peut
mesurer.

Pour éviter cet effet de bord, on utilise la méthode de Schuster de “I'image mirroir” (voir [20]) :
on utilise maintenant le fait que notre variable X est supérieure & ¢ = 44.8. La définition de
notre estimateur a noyau de f devient :

f() Z%;K(x;Xi> +K(—x_2Z+Xi>

On voit bien sur la figure 10 que l'effet de bord a disparu.
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o KDE sur I'échantillon B1T5F11, noyau normal, largeur de bande Silvermann/2

Sans prise en compte du bord
—— Awec prise en compte du bord methode de Schuster

0.008 4

0.006 4

1.004

0.002 4

0.000 T T T T T T
200 400 600 800 1000 1200 1400
B1T5F11

FIGURE 10 : KDE sur I'échantillon BIT5F11, avec noyau normal et bandwith de Silverman
divisée par 2. En pointillés oranges la KDE sans prise en compte du bord, et en vert en prenant

en compte le bord avec la méthode de Schuster. En bleu clair en fond, histogramme avec largeur
de bande de 25um.

3.2.2 Visualisation des données

La figure 11 présente les estimations (KDE) de densité d’ovocytes p pour tous les ovaires
observés a tous les points de temps. Notons que les densités ne sont pas normalisées contraire-
ment a ce que ’on voit dans les figures précédentes, i.e. fcoo p = n oun est le nombre d’ovocytes
comptés dans 'ovaire.

Observations :

e Sur tous les échantillons sauf deux (BT3F8 en vert au temps T3 et BT4F4 en bleu au temps
T, sur la figure 11), on observe qualitativement les mémes variations de densité pour les
ovocytes de petite taille (jusqu'a ~ 300um). Quantitativement, 'intensité des variations,
pics et creux est assez variable entre les échantillons, et le nombre total d’ovocytes (aire
sous la courbe) est variable aussi.

e Concernant la densité des ovocytes de taille "moyenne" (environ de 300um a 800um), on
observe globalement une diminution de la densité lorsque la taille des ovocytes augmente,
avec de nombreuses petites oscillations, qui sont trés variables entre les individus et trés
dépendantes du choix de la fenétre de lissage h.

e Concernant la densité des ovocytes de taille élevée (supérieure a environ 800um), elle
est faible (voir inexistante) pour les échantillons issus des premiers temps d’observations
post-ponte, et plus on se rapproche de la ponte, plus la “queue” de la distribution semble
se déplacer vers la droite. Cette partie de la distribution semble clairement dépendante
du temps d’observation, en plus d’étre assez variable entre les différents échantillons issus
du méme point de temps.
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Courbes des KDE sur les échantillons au temps Tj Courbes des KDE sur les échantillons au temps T}
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FIGURE 11 : Estimation de la densité en taille des ovocytes pour tous les ovaires observés.
Chaque panel correspond a un point de temps. Paramétres des KDE : noyau normal, bandwith
de Silverman divisée par 2.

3.3 Analyse des données

Nous allons essayer, par des outils statistiques standard, de confirmer (ou pas) nos premiéres
observations purements visuelles sur la forme des densités ovocytaires des ovaires observés.
Tout d’abord, on a remarqué que, au moins quantitativement, les densités ovocytaires observées
sont variables en fonction des individus, et ce méme pour des échantillons issus d’un méme point
de temps. On peut donc se demander si le temps a un impact sur la forme des densités, et si
oui sur quelle zone (ovocytes de petite, moyenne, grande tailles?), ou si les différentes formes
de densité que 'on observe sont uniquement liées a la variabilité individuelle.
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3.3.1 Influence du temps sur la densité a 1’échelle de la ponte

On va effectuer des tests ANOVA sur les nombres d’ovocytes de certaines classe de taille
pour savoir si ces classes de tailles sont dépendantes ou non du temps a I’échelle d’une ponte.
Commencons par expliquer rapidement ce que fait le test ANOVA.

One-way ANOVA test : (test d’analyse de variance)

Le test ANOVA sert & décider si les moyennes de plusieurs groupes sont égales ou différentes.
L’hypothése nulle H, est que les moyennes sont toutes égales, et I’hypothése alternative est
qu’au moins deux moyennes sont distinctes.

Les hypotheéses stochastiques nécessaires a ’application du test sont les suivantes :

e les échantillons sont indépendants les uns des autres : cette hypothése est respectée ici car
comme l'expérience est invasive, on a un unique prélévement d’ovaire par individu (donc
1 individu = 1 échantillon & un unique point de temps).

e Normalité : pour chaque groupe, les valeurs du groupe suivent une loi normale (vérifiable
avec un test de normalité, comme le test de Kolmogorov-Smirnov)

e Homoscédasticité : les variances de tous les groupes sont égales (vérifiable avec un test
d’homoscédasticité, comme le test de Bartlett)

Tests effectués :

Considérons une classe de taille d’ovocytes arbitraire. Les groupes que 1’on considére sont les 6
groupes G;, i € {0,...,5}, qui contiennent chacun le nombre d’ovocytes de la classe considérée
dans l'ovaire a 'instant T;, pour tous les médakas. L’hypothése de test Hy est donc : le nombre
moyen d’ovocyte de la classe considérée par instant 7; est identique quelque soit <.

Classe de taille de 50um : on effectue des tests pour les classes de taille de largeur 50um
(classes 40 — 90um, 90 — 140pum,,..., 1290 — 1340um). Les résultats sont disponibles sur la figure
12. On observe que jusqu’a la classe de taille 540 — 590um incluse, les conditions d’homosce-
dasticité et de normalité sont vérifiées (voir les deux panel du haut sur la figure, les points
sont au dessus de la valeur limite de pvalue), et les tests ANOVA valident ’hypothése Hy, a
savoir que le nombre moyen d’ovocytes des classes considérées ne dépend pas du temps. D’autre
part, le test ANOVA sur la classe 590 — 640um rejette I'hypothése nulle, cette classe est donc
dépendante du temps a l’échelle de la ponte. Pour les classes 640 — 690um, 690 — 740um,
740 — 790um et 790 — 840um, I’hypothése H est acceptée, et enfin pour les classes de taille
supérieures, les conditions d’homoscedasticité et de normalité ne sont pas vérifiées mais visuelle-
ment (voir figure 11), on voit déja clairement que la densité ovocytaire est dépendante du temps.

Classe de taille de 20um : on fait de nouveaux tests sur les ovocytes de taille allant de 40
a 900um en raffinant le pas des classes de tailles considérées. On considére maintenant des
classes de taille de largeur 20pum, soient les classes 40 — 60um, 60 —80um, jusqu’a 880 —900um.
Les résultats des tests ANOVA sont disponibles sur la figure 13. Premiérement, remarquons
que les test d’homoscedasticité et de normalité sont presque tous concluants (i.e. les hypothéses
stochastiques pour 'application des tests ANOVA sont vérifiées). On va considérer que tous les
tests ANOVA menés sont "valides". En observant le graphe du bas sur la figure 13, on remarque
que I'hypothése Hy du test ANOVA est acceptée pour toutes les classes sauf trois : les classes
580 — 600um, 620 — 640pm et 840 — 860um (correspond a des classes de fin de vitellogenése).
Ces résultats sont totalement cohérents avec ceux observés précédemment pour des classes de
taille de largeur 50um.
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pvalue ANOVA en fonction de la borne inf de la classe de test, classes de 50 microns
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taille ovocytes

FIGURE 12 : En bas, résultats des tests ANOVA sur le nombre moyen d’ovocytes par instant 7;.
On considére des classes de taille d’ovocytes de largeur 50um, i.e. on considére les classes 40 —
90um, 90 — 140pum,..., 1290 — 1340pm. En haut a gauche, résultats des tests d’homoscédasticité
et en haut a droite résultats des tests de normalité, afin de vérifier les hypothéses stochastiques
nécessaires a I'application des tests ANOVA. Sur les 3 graphes, on a tracé la valeur limite de
pvalue = 0.05 en dessous de laquelle 'hypothése H est refusée.

Pour résumer, ces tests ANOVA ont permis d’exhiber les faits suivants :

e la densité d’ovocytes pour les ovocytes de la classe 40 — 580um semble indépendante du
temps a 1’échelle de la ponte, et de méme pour la classe 640 — 840um.

e On observe des variations de densité a 1’échelle temporelle d’'une ponte pour les ovocytes
de tailles proche de 600um, et pour les ovocytes de taille égale et supérieure a environ
850pm.
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pvalue test bartlett homoscedasticité pvalue test normalité KS
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pvalue ANOVA en fonction de la borne inf de la classe de test, classes de 20 microns
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taille ovocytes

FIGURE 13 : En bas, résultats des tests ANOVA sur le nombre moyen d’ovocytes par instant
T;. On considére des classes de taille d’ovocytes de largeur 20um, i.e. on considere les classes
40 —60pum, 60 —80um,..., 880—900um. En haut a gauche, résultats des tests d’homoscédasticité
et en haut a droite résultats des tests de normalité, afin de vérifier les hypothéses stochastiques
nécessaires a 'application des tests ANOVA. Sur les 3 graphes, on a tracé la valeur limite de
pvalue = 0.05 en dessous de laquelle 'hypothése H est refusée.

A présent, nous allons nous intéresser a une observation visuelle que l'on avait faite sur
la figure 11. Nous avons observé un creux de densité aux alentours de 80 — 100um sur tous
les échantillons sauf deux (BT3F8 en vert au temps T3 et BT4F4 en bleu au temps T}), pour
lesquel on n’observe pas de creux de densité dans cette zone.

3.3.2 Creux de densité

On veut en savoir un peu plus sur ’emplacement du creux de densité que 1’on observe. Ce
creux se trouvant dans une zone oul le point de temps d’observation n’a pas d’influence sur la
densité (voir les tests précédents), on considére tous les échantillons comme issus d’'une méme
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population.

Pour chaque échantillon, on reléve I'abscisse (en pum) correspondant au creux de densité (on
applique la fonction minimize du module scipy.optimize sur p). En observant le diagramme
Q-Q normal suivant (voir figure suivante), on a I'impression qu’en retirant les deux valeurs
"anormales" des échantillons BT3F8 et BT4F4 (dont le creux de densité est situé au niveau de
la borne inférieure des tailles d’ovocytes détectables), la position du creux suit une loi normale
(car tous les points semblent assez proche de la droite, et répartis assez semblablement de part
et d’autre de la droite).

On va procéder a un test de Kolmogorov-Smirnov pour valider notre hypothése de normalité.

Diagramme Q-Q, bw Silverman/2 Diagramme Q-Q, bw Silverman/2, sans ‘outlayer’

100

© ©
S St

Ordered Values
Ordered Values

80

-2.0 —-15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 —2.0 —-15 -1.0 —0.5 0.0 0.5 1.0 15 2.0
Theoretical quantiles Theoretical quantiles

FIGURE 14 : Diagrammes Q-Q normal de ’abscisse du creux de densité observé sur les densités
ovocytaires, pour tous les échantillons & gauche et en retirant les échantillons BT3F8 et BT4F4
a droite. Parameétres de KDE : noyau normal et bandwidth de Silverman divisée par 2.

L’hypothése Hy de ce test est : la position du creux de densité suit une loi normale.
Cependant, n’oublions pas que la position du creux est dépendante des paramétres du KDE
choisis, on va donc effectuer les tests pour plusieurs jeux de paramétres. Les résultats sont
disponibles dans le tableau 1. On peut observer que pour n’importe quel jeu de paramétre,
I’hypothése Hy de normalité est acceptée lorsqu’on retire des échantillons les deux individus
BT3EFS8 et BT4F4, et la pvalue du test est trés élevée. En revanche, si on ne retire pas BT3F8
et BT4F4, la pvalue est plus faible et 'hypothése H, peut-étre acceptée ou rejetée selon le jeu
de paramétre de KDE considéré.

Noyau KDE | Bandwidth KDE | pvalue | pvalue 2 | paramétres loi
normal Silverman /2 0.616 | 0.865 | N(86.15,11.75)
normal Silverman /3 0.116 | 0.969 | N(84.29,6.91)
normal Silverman /4 0.068 | 0.972 N(84.04,5.58)

Epanechnikov Silverman /2 0.027 | 0.720 | N(83.55,5.33)
Epanechnikov Silverman /3 0.073 0.651 N(84.53,5.07)

TABLE 1 : Les deux premiéres colonnes donnent les paramétres (noyau et bandwidth) choisis
pour les KDE, la troisiéme colonne donne la pvalue du test KS de normalité de I'abscisse du
creux de densité sur tous les échantillons, la quatriéme colonne donne la pvalue du test KS en
excluant les échantillons BT3F8 et BT4F4, et la cinquiéme colonne donne les paramétres de la
loi normale testée.
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En conclusion, les deux échantillons BT3F8 et BT4F4 sont assez particuliers, et on peut se
demander si les mesures de taille d’ovocytes qui ont été faites ne sont pas erronés. Si on néglige
ces deux échantillons, on observe sur tous les autres échantillons un creux de densité d’ovocytes
autour de 84um, et la position de ce creux semble suivre une loi normale (dont la moyenne est
proche de 84pum, cependant I’écart type dépend fortement du choix des paramétres de KDE).
Si on se base sur la classification d’Iwamatsu (voir figure 3), cela correspond au passage du
stade II au stade III (sortie de cradle).
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4 Modéle mathématique

4.1 Rapide état de ’art sur les modéles mathématiques d’ovogenése

La dynamique de l'ovogenése étant complexe (et spécifique), elle est étudiée a plusieurs
échelles. 11 est tout aussi important de comprendre la dynamique des populations de follicules
a ’échelle de I'ovaire entier, que d’étudier la dynamique de 'ovocyte et des cellules somatiques
au sein dun follicule ovarien (voir [5] pour plus de précisions). Nous allons concentrer ici I’état
de I'art sur les modéles qui concernent la dynamique des populations ovocytaires a 1’échelle de
I'ovaire.

Des modéles mathématiques d’ovogenése de poissons ont déja été développés. Cependant, la
plupart ne représentent que la croissance de 'ovocyte (variable scalaire correspondant au dia-
métre ou au volume) avec un taux de croissance uniforme ou modulé & la marge par une entrée
extérieure [12, 20]. A ma connaissance, le seul modéle traitant de la dynamique des populations
ovocytaires chez les poissons avec un taux de croissance "variable" (constant par morceaux,
avec une valeur constante assignée a chaque classe d’ovocytes), développé et validé avec des
résultats expérimentaux, est celui développé par Marie Haghebaert [13]| puis par Daniel De-
soutter [7] dans le cadre du projet ANR Dynamo.

Les modéles de dynamique des populations ovocytaires existants sont plutdt appliqués aux
mammiféres (souris, homme par exemple). Nous allons détailler ces différents types de mo-
déles, qui sont conceptuellements proches de ce qui pourrait se faire chez les poissons.

Historiquement, les premiers modéles mécanistiques décrivant la population ovocytaire de mam-
miféres sont des modéles dits “compartimentaux” |9, 10]. Les ovocytes sont classés en différents
stades de maturité, et le passage d’un stade & un autre est régi par un taux/une probabilité de
maturation. Il existe deux types de modeéles compartimentaux : les modéles déterministes (le
modéle poisson de Marie Haghebaert et Daniel Desoutter en est un exemple), et les modéles
stochastiques (voir [1| par exemple). La force de ces modeéles est qu’ils exploitent complétement
les données expérimentales sur le nombre de follicules et leurs tailles (variable choisie pour
déterminer le stade de maturité des follicules). Notons que seuls des modéles compartimentaux
linéaires ont été ajustés avec des données expérimentales, excepté le modéle décrit dans [2],
ajusté sur des données souris.

Toujours dans les modéles dit mécanistiques, il existe des modéles formulés contintiment dans
un formalisme de type équation aux dérivées partielles (voir par exemple [3], qui présente aussi
des modéles compartimentaux déterministe et stochastique). Cette approche permet d’avoir
une représentation continue de la population ovocytaire (par opposition a la représentation
compartimentale). Parmi les modéles classiques de dynamique de populations cellulaires appli-
cable aussi en folliculaire 1], on peut citer I’équation de McKendrick-von Foester [16].

Il existe aussi des modéles dits "individus-centré" |12, 20] : le nombre d’individu (follicules) est
discret, mais leur variable de structure (taille) est continue.

Enfin, on peut aussi noter I'existence de modéles de régression statistique (donc pas mécanis-
tiques), principalement utilisés pour traiter de 1’épuisement du pool de follicules de la réserve
chez les mammiféres (voir par exemple [11]).
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4.2 Choix de modélisation

Compte tenu des objectifs/motivations du modéle, des connaissances biologiques sur 1’ovo-
genése de poisson et des données expérimentales dont 1’on dispose, on veut un modeéle qui vérifie
les principes suivants :

e Pour se rapprocher des données expérimentales disponibles, on choisira un modéle qui n’a
que la taille des ovocytes/follicules comme variable de maturité des ovocytes.

e Le processus de croissance des ovocytes étant continu, et compte-tenu des données dispo-
nibles (beaucoup d’ovocytes et de toutes les tailles dans les ovaires observés), on prendra
la variable de maturité (la taille) continue.

e Les interactions entre follicules étant nombreuses et ayant un role central (voir section
2.3), on prendra soin & ce que le modéle puisse les prendre en compte.

4.3 Modéle

Nous allons présenter ici un modéle EDP qui s’inspire du modéle présenté dans Particle [3]
et adapté aux mammiféres. Il n’a qu’une seule variable “structurante” (la taille des ovocytes),
I’EDP est donc 1D. Ce modéle a la particularité d’étre non linéaire, de fagon a tenir compte
des régulations hormonales et des interactions entre follicules.

Par rapport au modéle EDP développé dans [3], on rajoute seulement un terme de renouvelle-
ment 7o dans le cradle afin de représenter le renouvellement par mitose des cellules germinales
primordiales (PGC) et des ovogonies (voir figure 6), qui n’existe quasiment pas une fois passé
le développement embryonnaire chez les mammiféres.

On note p.(t) le nombre d’ovocytes du cradle a U'instant ¢ et p(t,z) la densité de population
d’ovocytes de taille x, a l'instant .

( Oiplt, ) = =0 (A (p(t..),2) p(t, 7)) — p(p(t,.),2) p(t.z), 2 €(0,1), t >0
pe(t) = (ro(p(t,.)) = Ao (p () — o (p(t:.)) pe(t), t 20, pe(0) = p?
p(t=0,2) = po(z), =€ (0,1)

| Ao lp(t))pe(t) = lmA(p(t,.),2)p(t,2), t20

(1)

B fo B !
MO0 = [ olplt) = (1 + oo | b<y>p<t7y>dy) @
et Vo € (0,1),
= f(x) xTr) = T €T lw
) 8) = e s (1)) = ) (1 + o) | 2<y>p<t7y>dy)

(3)
avec f, g, Ki, K, a, b, w1, wsy, p° des fonctions assez réguliéres, et positives.
La formulation initiale de ces taux est la conséquence des connaissances présupposées sur le
sens des interactions entre les follicules chez les mammiféres. Cependant, il faut rester prudent
sur la forme de ces taux car ’on observe des interactions de nature différente chez les poissons
(phénomeéne d’auto-amplification pour les ovocytes au stade de vitellogenése par exemple, voir
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section 2.3).

Modéle final :

On écrit donc les non linéarités dans les taux sous une forme plus générale. De plus, ne disposant
pas d’informations suffisantes sur la dynamique au stade pré-folliculaire chez les poissons, on ne
considérera pas 'EDO qui la caractérise. Notons aussi que bien que la “mort” des ovocytes chez
le medaka ne semble pas exister en conditions physiologiques normales (contrairement a ce qu’on
observe chez les mammiféres), elle peut exister dans des conditions particuliéres (inactivation
de PAMH par exemple [32]). Le taux de mortalité p mérite donc d’exister. Finalement, on
considére donc le modéle EDP suivant :

( atp(t7 :L“) = —0, ()‘ ((Wi(t))lﬁiﬁmv {E) P (ta x)) —H ((Wi<t))n1+1ﬁi§n1+n27 :L') p (tv {E) )
z e (0,1), t>0

p(t=0,z) = po(x), x€(0,1)

lim A ((Wi(t»lﬁiﬁm ) I) P (t7 I‘) =r (t7 (Wi(t))n1+n2<i§n1+n2+n3> , t=0

\ z—0

avec (ny,n9,n3) € N> et Vi € {1,...,n1 +ny +n3}, Wi(t) = fol wi(y)p(t,y)dy .

Notons que 'on peut définir P la quantité d’oeufs pondus a partir de I’équation différentielle
suivante :

lim A (p(t,.),x) p(t,2) = P'(t), t>0 (5)

z—1
Dans la zoologie des problémes EDP, on peut qualifier ce probléme (4) d’équation de transport-
réaction (i.e. avec un terme source) non linéaire. Le terme de vitesse A\ est non-local (il fait
intervenir la valeur de la solution p en plusieurs points, a travers les termes intégraux), tout
comme le terme source pu et le flux d’entrée r.
On peut voir ce probléme comme une généralisation du probléme suivant (equation de transport
conservative avec vitesse non-locale), étudié notamment dans Particle [29] :

( Op(t,x) = =0 A (W (L), 2) p (L, 7)),
xe(0,1), t>0
p(t = O,Q?) = pO(x)v x € (07 1)

Hm A (W (t),z)p(t,x)=7r(t), t>0

\ z—0

on W(t) = [ p(t, z)dx,

L’article [29] montre notamment ’existence-unicité d’une solution faible de ce probléme sous
les hypothéses suivantes :

e po € L*(0,1) et positive presque partout
o 7€ L>(0,7) VI > 0 et positive presque partout

e \ e C([0,+00) x [0,1]) et strictement positive
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4.4 Existence-Unicité d’une solution faible du probléme non linéaire

On va montrer, sous certaines hypothéses bien choisies, I'existence-unicité d’une solution
faible de (4) sur tout intervalle de temps [0, 7] avec T > 0, que l'on définit comme suit :

Definition 4.1 (Solution faible). Soit T > 0, une solution faible du probleme (4) est une fonc-
tion p € C° ([0, T); L*(0,1))NL> ((0,T) x (0,1)) telle que V1 € [0,T] et Vo € C* ([0, 7] x [0,1])
tel que o(1,2) =0 Va € [0,1] et p(t,1) =0Vt €[0,7], on a :

[ ot 6o ) + OO 200 2) = OV i )]
/0 7(t, (Wi(t))n4na<i<n)@(t, 0)dt+/0 po()p(0,2)dx =0
(6)
ouVie{l,...,n1 +ng+ng}, Wi(t) = fol wi(y)p(t,y)dy

4.4.1 Hypothéses

Dans toute la section qui suit, on considére les hypothéses suivantes :

® po € LOO<07 1)7 po =0

A e CH(([0,4+00))™ x [0,1]), A > 0, n; € N quelconque

€ CH([0;4+00))" x [0,1]), # > 0, ny € N quelconque

r e C'([0,+00) x ([0,400))™), r > 0, n3 € N quelconque,

r est sous-linéaire au sens suivant : 3 jo € {n; + na+1,...,n1 + ny + ng} tel que
vt e [07 —l—OO), V(I/Vi)nl-‘rn2<i§n1+n2+n3 S ([O’ +OO))TL3> on a |’f’(t, (VVZ)Z” < Tg(t) + rl(t)m/jo
ou 1y et ry sont des fonctions dans L>°(0,T"), VT > 0.

o Vie {l,...,n1 +ny+n3}:w € C°0;1]), Ly, -lipschitzienne, w; > 0

4.4.2 Deéfinitions et notations

On définit les notations suivantes :

e N :=ny +ny+ng (strictement positif, pour ne pas étre dans le cas "simple" du probléme
EDP linéaire)

e Pour toute fonction f (essentiellement) bornée sur un intervalle I, on notera
[ fllo,; = esssup,e;|f(x)]. Lorsque lintervalle I est évident (intervalle de définition de
la fonction par exemple), on notera simplement ||f||_, et lorsque la norme utilisée est
évidente, on notera simplement || f]|.

oo’

o V' >0,

Mjo

wj r T
(T) = M, 1= max (2w | 160l i o (T Iroll e + lpolle) ellolllt =) 7)
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o Vie{l,...,N}, i jo, VT >0,

Mi(T) = My =T [lwil o (Iolloe + Irilloe Mio) + llwille lrollo (8)
o \(My,...,M,)=X = min \(.,0) > 0 (bien défini et strictement positif car A(.,0)
1S2n1[07Mj}
est continue et strictement positive sur le compact [] [0, ;] )

1<j<m
e Pour ne pas alourdir les calculs, on notera parfois :
/\(<Wz(t)>zy ZL’) = /\<W1(t)7 SR ’Wn1 (t)7 ZL’), M((Wz(t)>za ZL’) = /’L(Wn1+1(t)7 s ’Wn1+n2 (t)a 1:)
et T(ta (VVZ(t))l) = T(t’ Wn1+n2+1(t)7 R WN(t))
4.4.3 Préliminaires

Dans tout cette section, on se donne (W;)i<i<n, des fonctions continues sur [0,7] avec
0<Wi(s) <M, Y0<s<T.

Proposition 4.1 (Existence courbes caractéristiques). Soit T' > 0. Pour tout (t,z) € [0,7T] x
[0, 1] le probleme de Cauchy suivant a une unique solution mazimale, strictement croissante.

%(S) = A((Wi(s)i<i<ni ), €(5)), &(t) ==

Cette solution est définie sur [tmin,tmaz] C [0,T], avec tyim = to si il existe tg > 0 tel que
E(to) = 0, timin = 0 sinon, et typae = t1 st il existe t1 < T tel que £(t1) = 1, tipae = T sinon
(voir figure 15).

Démonstration. preuve "immédiate", conséquence du théoréme de Cauchy-Lipschitz et des hy-
potheéses sur A et (W;); A € CH(([0, +00))™ x [0, 1]). O
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FIGURE 15 : Exemples de courbes caractéristiques, et leurs domaines de définitions.

Definition 4.2 (Courbes caractéristiques). Soit T > 0. On définit les courbes caractéristiques
&, je{l,...,4} comme les solutions des EDO suivantes :

3

I (s) = M(Wi(s)i<i<ny ), §5(5)), 7 €1{1,...,4}

avec les conditions initiales :

On notera parfois &;(s) = &;(s;t,x), j € {1,3,4} pour préciser les conditions initiales.

Proposition 4.2. Soitt > 0 assez petit de facon a ce que &(t) soit bien définie (un tel t existe
car £€5(0) = 0 et & est continue).

o Soit x € [0,&(t)]. Alors il existe un unique a(t,x) € [0,t] tel que &3(a(t, x);t,x) = 0.

o Soit x € [&(t),1]. Alors il existe un unique S(t,z) € [0,£1(0;t,1)] tel que £4(0;t,z) =
Bt x).
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On peut alors définir les fonctions suivantes :

ap o [0:60)] — (0] Be ¢+ (&), 1] —
x = alt,x) x — B(t, x)
De plus, oy et By sont bijectives et :

o Yu € [0,1], oy ' (u) = &(tu,0)

o Vy €[0,&(0:¢,1)], 57 (y) = &u(t;0,y)
La figure 16 illustre les résultats énoncés dans cette proposition.

Démonstration. C’est une conséquence directe de I'existence et de I'unicité des courbes carac-
téristiques. ]

Remarque 4.1. Si & (t) n'est pas définie, alors on peut toujours définir a de la méme maniére
(pour tout x € [0,1]), et la fonction suivante :

,1); 1]

t,x)

est bien définie, bijective et on a toujours oy '(u) = &(t;u,0) (pour tout u € [af(t,1);t]).
Cependant, on a plus Uexistence d’un [(t,x). La figure 17 illustre cette remarque.

PAT N

%y BEID [ o

&

(1

FIGURE 16 : Schéma des courbes caractéris- FIGURE 17 : Schéma des courbes caractéris-
tiques &1(t), &2, §3(.3t, 1) (avec z1 € [0,&a(1)]) tiques &1(t), &2, &3(5t,21) (avec 21 € [0,1]),
et &4(.;t, x2) (avec zo € [€2(t), 1]), dans le cas dans le cas t > &'(1) (£(t) n'est pas défini),
t < 52_1(1) < T (&2(t) défini), donc ay et 5y bien donc Vz € [0,1], &4(.;t, ) n'est pas défini et
définies. Les intervalles en rouge (resp. bleu) donc f;(x) aussi. Les intervalles en bleu sont en
sont en bijection. bijection.
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Remarque 4.2. Sit < m, alors &(t) est bien défini. En effet, soit s dans l'inter-

valle de déﬁmtion [O tmax] de &.
On a &(s fo W:)i,&2(0))d0, donc si 0 < s <t :

&(s) < slAl S tlA 1
Donc &(t) est bien défini (i.e. t < tmaz)-

Definition 4.3 (Domaines de définition de a et 8). Si & (1) < T existe, alors on définit D,
et Dg de la maniére suivante :

e D, :={(t,2)/ 0<t< &), 0< o< &) ouéy' (1) <t<T, 0<z <1}
o Dy:={(t,x)/ 0<t<&'(1), &) <z <1}
Sinon, (i.e. &(T) existe et &(T) < 1) :
e D, :={(t,r)] 0<t<T, 0<z<&(H)
o Dg:={(t,x)/ 0<t<T, &(t) <o <1}

Proposition 4.3 (dérivées de a et ). « est différentiable sur D, et B est différentiable sur
Dg. De plus, on a :

e MWi(o)

_ <i<n1 o) [ (Wi(0))1<icn, £5(6))d0
® T N Wil@)ziem 0) 1
da _ _ 1 LEA(Wi(0))1<i<n, €3(0))dO
e )\((Wi(a))lgignl,o)e .

o 5= MWilt)rizy @) e f X (ViOsizn 40N

° gi —e fO )\z W(G))1<z<n1 £4( ))d@

Démonstration. admis (voir [19] pour une preuve) O

Proposition 4.4. Soit t assez petit tel que &(t) bien défini. Avec les notations introduites
précédemment, on a les deux égalités suivantes :

£a(t
/ 2(t) r(a, (Wi(a)):) o Ja A= (W5(0));.63(0)) + (W5 (0));5.650)0 . (1) dy
o AM(W;(a));,0)

t
= [, (W) e OO0 10,0))du
0
1
/ po(B)e” Jo Ax(W;(0))5,64(0)) + “((Wj(9))1’54(9))d9wi(y)dy
&2(1)

1=y 5(0));,61(0))do
:/ polx)e™ o HVi @) &G0y, (¢, (10, 7)) da
0

Démonstration. Voir en annexe A.1 pour la preuve détaillée. L’idée est de faire les changements
de variables u = oy (y) et x = ;(y), en utilisant la proposition 4.3. ]
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Proposition 4.5 (solution linéaire). Soit & > 0 et assez petit pour que &(J) soit bien défini,
le probléme (/) admet une unique solution donnée par la formule explicite suivante sur [0, d] X
0,1] :

rla,(Wi(a))i) — [t A, f i oEe f i)
p(t,z) = We JiAa((Wi@))i&s(0) + p((Wi@)ss&a@)d0 () < 22 < £,(),0 < t < §

(9)

p(t,z) = po(B)e = Jo Xa((Wi(6))i,64(6)) + PWa(0))i€a(0)d0 ) (1) < < 1,0<t <6

Démonstration. On ne détaille pas car il y aurait beaucoup de redondances avec la preuve que
I’on présentera pour l'existence-unicité du modéle non linéaire, mais voici 'idée :

Existence : La preuve de l'existence est trés similaire a celle du théoréme 4.2, la seule différence
notable est que dans le cas du probleme linéaire, on n’a pas a montrer que les (W;); point fixe
de F vérifient bien W;(t fo

Unicité : La preuve est completement similaire a la partie 1. de la preuve du théoréme 4.3
d’unicité dans le cas non linéaire. O]

4.4.4 Résultat principal et principe de la preuve

Le résultat principal de la section est I'existence-unicité d’une solution faible sur [0, 7] x [0, 1],
VT > 0, pour laquelle on aura aussi une formule "semi-analytique". On peut le formuler sous
la forme du théoréme suivant :

Théoréme 4.1 (Existence et unicité d'une solution faible globale). Soit T' > 0, le probleme
(4) admet une unique solution faible (globale) p € C° ([0, T]; L*(0,1))NL> ((0,T) x (0,1)). De
plus p € C° ([0, T); LP(0,1)), Vp € [1,00).

p vérifie :

p(t,2) = po(B)eJo A ((Ws(0); &0) + m((W0); 60040 ¢ () < 2 <1,0<t<T

plt,e) = SGrisige Ja (V@ &@) + uWs O L@ ginon

avec W;(0) = fol wi(y)pd,y)dy, a = a(t,z), B = B(t,x), £&(0) = &(0; 1, v) et £4(0) = €4(6; 1, ).

Le principe de la preuve est le suivant (il est inspiré de la preuve d’existence-unicité dans
[29]) -
Soit t assez petit tel que £,(¢) < 1 bien défini. Si p est une solution alors on peut montrer qu’elle
est de la forme donnée par la proposition 4.5, avec W;(t fo wi(y)p(t,y)dy, Vi € {1,...,N}.
On a donc :

1 €a(t) r(a, (Wi(a));) ¢
wiy)plt, y)dy = / OVil))a) - g (w3 00)5.60000) + W OW3005.80)00,, )y
/0 o AM(W;(a));,0)

1
_|_/ po(ﬁ)e—fJAz((W]’(G))j,&n(@)) p((W;(0));,€4(0))d wi(y)dy
&2(1)

avec = alt,y), B=B(t,y), &(0) = &(0;t,y) et §4(0) = &0t y) et Vi€ {1,..., N}, Wi(t) =
Jo wi(y)p(t,y)dy.
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Et avec la proposition 4.4, Vi € {1,..., N} :

Wi(t) :/0 wi(y)p(t,y)dyz/o r(u, (Wi(u));)e™ a3 O)58 000, (¢ (4 4y 0))du

1= f5 A(W;5(6)).,€1(6))do
+/ po( ) fo 6));,€4(0;0,))d (f4(t 0 l’))d
0
(11)
Donc si p est une solution, (11) doit étre vérifiée pour tout 7 € {1,..., N}, et pour tout ¢ assez

petit tel que &;(t) bien défini.

Nous allons donc raisonner dans l'autre sens : on va montrer qu’il existe des W; (uniques)
qui vérifient (11), et & partir de ces W; nous allons définir comme il faut (i.e. avec (9)) notre
candidat a étre une solution. Pour montrer I'existence-unicité des W;, qui est le point clé de la
preuve, on passera par un théoréme de point fixe pour les applications contractantes.
Cependant, on ne peut montrer I’existence-unicité des W; qui vérifient (11), et donc I'existence-
unicité d’une solution de (4), que sur un petit intervalle temporel. On va donc dans un second
temps devoir étendre notre solution locale en une solution globale définit sur 'intervalle tem-
porel [0, 7] tout entier.

4.4.5 Preuve de ’existence-unicité

Introduisons 'espace suivant, qui va servir a définir I'espace de définition de I'application
contractante :

Definition 4.4. Soit § > 0 et M > 0. On définit ’espace suivant :
Qsnr = {W € C([0,6]) : W >0 et Wl coqo.s1) = Os<1t11<)(S W () < M}

Proposition 4.6. Soit 6 >0 et M > 0. Alors Qs muni de la norme ||.|| co(o 5, st un espace
métrique complet.

Démonstration. Qs est un fermé de C°([0,§]) muni de sa norme [l oo,y aui est un espace
complet. Or, tout espace fermé d’un espace complet est complet. O

A présent, on peut définir notre application sur laquelle on voudra appliquer un théoréme
de point fixe.

Definition 4.5 (application contractante). Soit T' > 0.
Soitd >0etd < mm(m, T) (cette majoration assure le fait que £5(t) soit bien défini
oo, [T[0; M;] x [0;1

pour tout t < 0, voir remarque 4.2). Soit i € {1,...,N}. On définit lapplication suivante :

F HQzS,Mi — (CO([075]))N

i=1

(Wl,...,WN)l—)(Fl(Wl,...,WN),...7FN(W1,...,WN))

avec

E;(Wh, .o, Wh)(2) :/Otr(“’ (Wi(w))e™ Rt (VaOD 8000y (48 0, 0)) du

po(a)e™ 1o VO &40, (¢, (10, ) da

1= [EA(W5(0));,€1(0))d0
+

0
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Proposition 4.7. L’application F est bien définie.

N
Démonstration. On veut montrer que Vi € {1,..., N}, V(W4,..., W) € H Qs
i=1

on a Fj(Wy,...,Wx) € C°([0,4]).

L’idée est d’utiliser le théoréme de convergence dominée. La continuité des fonctions sous les
intégrales en la variable ¢ se vérifie facilement (en utilisant la continuité du flot notamment),
et les hypothéses sur py (bornée), p (positive), w; (bornées car continue sur un compact), et r
(bornée sur compact) permettent d’obtenir un fonction majorante intégrable, indépendante de
t. Pour le détail de la preuve, voir en annexe A.2 . O

N
Proposition 4.8. L’application F est a valeur dans H Qs 01, pour 6 assez petit (voir condition

i=1
exacte dans [’équation (12)).

N
Démonstration. Soit & < min(T, ) et t € [0,0]. Soient (Wy,...,Wy) € HQ(;,M]. et i €

[Alloo
j=1
{1,..., N}. Remarquons d’abord que dans la définition des F;, toutes les fonctions sous les
intégrales sont positives par définition, donc les F; sont positifs.
D’autre part, Vi € [1, N], vt € [0, 9] :
E(Wh, o, W )() < lwill o go,17 170llo jo,77 E + lwillsw o,17 171 oo 0,27 1Wioloc o, 120l se, 0,11 10l 0,1y

< tlasll Cllroll =+ llrall Mjo) + i

ol

Donc pour i € {1,..., N}, ¢ # jo, en utilisant directement la définition des M; (voir (8)), on
a:
IE (Wi, W)l co oy < T llwill (lroll + llrall M) + llwill [ poll = M;

Et pour ¢ = jg, on a :
Fio(Wh, o, W) (&) <0 [lwjo || ([lroll + 17 [} Mjo) + llwso ]l ol

Mo —||wjo || lleoll
|wio || (Iroll+HIra 105, )

donc pour § < |

||Fjo(Wla .. 7WN)|| < Mjo

||wio [[lleoll
[lwio ] (Iroll+lra 11054 )

Comme Mj, > 2||wj, || [|po]| (voir (7)), on peut choisir § <

Donc pour

. 1 [[wjoll [l ol )
6 < min (T, , 39 ; (12)
[Alloe ™ llwso I Cllroll + [l |l M, )

N
F est & valeur dans H Qs.01;- O
i=1

Proposition 4.9. Pour § assez petit (voir condition exacte dans l’équation (36) dans la preuve
N

en anneze), F' est une contraction sur | | Qs -
j=1
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Démonstration. Voir annexe A.3 pour la preuve.

L’idée principale est la suivante. On considére (Wy,..., Wyx) et (Wy,..., Wy) dans H Q5.0 -
i=1

En utilisant les hypothéses suivantes : régularité C* de r, p, X; po € L>(0,1), w; € L>=(0,1) et

Lipschitz Vi, on majore S | | (W, W)(t) — (Wl( ), W) | bar un terme de

00,[0,0
la forme )
C(t) Zjvzl W, — Wil 04 0 C' est fonction des données et vérifie C(t) v 0. On choisit
00,[Y, —
alors § assez petit pour que Vt < ¢, C(t) < % <1 O]

On arrive maintenant a la proposition clé.

Proposition 4.10. Pour§ fizé assez petit (i.e. § qui vérifie (36)), il existe un unique (Wi, ..., Wx) €
N

HQvaMJ tel que Vi € {1,...,N}, on ait :

j=1

? t
Wi(t) = / r(u, (m<u>>n1+n2<j§N)eif“u((Wj( Inr1isngtng 830000y (g0 (30 0))du
0

1- fo (W;(0)1<j<ny-61(0))d0

+ / po( ) fo W (0 n1+1<j<ni+ng> 64(0 0 $ ewz(§4(t7 O, :E))dx
0
N
Démonstration. Pour ¢ qui vérifie (36), F est contractante (proposition 4.9) de HQ(;,MJ. dans
j=1

lui-méme (proposition 4.8). Or cet espace est complet comme produit fini d’espace complets

(proposition 4.6), donc d’aprés le théoréme du point fixe de Banach, 'application F' admet un

unique point fixe (Wy,..., Wy). O
N

Maintenant que l'existence-unicité de (Wy,..., Wy) € H Q50; vérifiant les bonnes égalités

j=1
est démontrée, il nous reste & montrer que notre candidat, définit a ’aide de ces W, est bien
I'unique solution locale de notre probléme.

La proposition suivante va nous étre utile pour démontrer le théoréme d’existence.

Proposition 4.11. On considére § qui vérifie (36). Soient (W1, ..., Wx) Uunique point fize de
N

lapplication F sur H Qs,01, (voir proposition 4.10). Alors Vi € {1,..., N}, W; est lipschitzienne
j=1

sur [0, ].

Démonstration. preuve en annexe A.4.

L’idée est la suivante : On part de 1’égalité donnée par la proposition 4.10. Les majorations
se font bien grace aux hypothéses de régularité sur r, A et u, et a 'hypothése w; bornée et
lipschitzienne pour tout . O

On peut & présent énoncer le théoréme d’existence d’une solution faible locale (en temps)
de notre probléme.
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Théoréme 4.2 (Existence locale). On considére § qui vérifie (36). Soient (W, ..., Wx) Uunique
N

point fize de l'application F sur HQ‘S’MJ (voir proposition 4.10). La fonction p définie comme
j=1

suit sur [0, d] x [0,1] est une solution faible de notre probléme.

plt,z) = Wef Jaral(W5(0);.60)) + w((W3@0)56 000 () < o < £5(1),0 < t < &

() -7 = - =
p(t,2) = po(B)e= I8 A (WoO),600) + m(W; 0060000 ¢ () < 2 < 1,0<t<§
(13)

avec & = O[(t, :E): B = B(ta IL‘), §3(9) = 53(97 l ZL‘) et 54(9) = €4(‘97 t I) De plus7 p e CO([O’ 5]7 Lp(()’ 1))
pour tout p € [1,00).

Démonstration. voir en annexe A.5.
L’idée est la suivante :

1. On montre que p € L*((0,6) x (0,1)) directement & partir de (13) et des hypothéses sur
A, T, po (voir majoration (39))

2. On montre que p € C°([0,6]; LP(0,1)), Vp € [1,00) (i.e. vérifie : V¢t >t € [0, 6], Vp € [1,00),

o, .) = p(t, .)HLP(O N ﬁ 0 (40)). Afin de pouvoir utiliser correctement la formule
’ t—t|—0

analytique (13) de la solution, on sépare la preuve en 3 morceaux :

(a) On montre Hp(f, ) = p(t, .)HLP(D £(0) |——|——> 0 (41). On a notamment besoin de la
’ t—t|—0

proposition 4.11, et d’approcher A\, par des fonctions C*'. Pour conclure, le point clé
est de montrer que |& — a| < C'|t —t| (voir figure 18) avec des raisonnements sur
les courbes caractéristiques.

(b) On montre ||p(Z,.) — p(t, .)HLP(&({) D ﬁ—% 0 (42). On a encore besoin de la pro-
’ t—t|—0

position 4.11, et d’approcher py par des fonctions C. Pour conclure, on montre que
’ B— B‘ <C |f — t| (voir figure 18) avec des raisonnements sur les courbes caracté-
ristiques.

(¢) On montre ||p(Z,.) — ——— 0 (43). On utilise principalement le

|E—t‘—>0

résultat p € L((0,6) x (0,1)), et que |&(t) — &(t)| < C'|E —t| (voir figure 18).

/)(ta ') ||Lp(52(t),5z(f))

3. Enfin, on montre que p vérifie la formulation faible. Pour cela, on montre d’abord que
les (W;); point fixe de F vérifient bien W;(t) = fol p(t, . )w; en utilisant la proposition 4.4.
Ensuite, avec (13) et en intervertissant le sens d’intégration avec le théoréme de Fubini,
on montre que p vérifie bien (6).

[]
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FIGURE 18 : Schéma pour illustrer la preuve de p € C°([0,4]; LP(0,1)), Vp € [1,00) dans le
théoréme 4.2. On a représenté ¢ < ¢ dans [0,0], a := a(t, 1), & := a(f,z1), ou z; € [0,&(1)],
et B 1= B(t,xs), B = B(t,x5) ol x5 € [&(1),1]. Pour montrer que p € C°([0,4]; LP(0,1)),
Vp € [1,00), on montre que les intervalles bleu, rouge et vert tendent vers 0 lorsque |t — t‘ — 0.

On va a présent chercher a montrer 'unicité de la solution faible locale. Pour cela, on aura
notamment besoin de la proposition suivante.

Proposition 4.12. Soit T > 0. Soit p € C°([0,T]; L*(0,1)) N L= ((0,T) x (0,1)) solution
faible de notre probléeme (voir définition 4.1). Alors, V7 € [0,T] et Vo € C* (|0, 7'] x [0,1]) tel
que

e(t,1) =0Vt e |0,7], on a :

/ / (t,2) [Dhp(t, ) + (W (D)5, 2)0uiplt, 7) — s (W (1)), ) p(t, )] dadlt
/0 r(t, (W;(t));)e(t, O)dt—i—/0 po(a:)go((),x)dx—/o p(1,z)p(r,x)dx =0

Démonstration. voir en annexe A.6, la preuve est basée sur celle du lemme 2.2. de 'article

[6]. 0

Par rapport a la définition 4.1 de solution faible, on retire 'hypothése p(7,x) = 0, Vz €
[0,1]. En contrepartie, le terme — fol p(1, z)p(r,x)dz apparait dans la formulation variation-
nelle. Notons que si p vérifie la proposition 4.12; alors il est clair que p est une solution faible.
On a donc équivalence entre les deux formulations.

Théoréme 4.3 (Unicité locale). On considére § qui vérifie (36). La solution faible
p € C°([0,6]; L'(0,1)) N L>=((0,6) x (0,1)) de notre probléme est unique.

Démonstration. voir la preuve en annexe A.7.
L’idée est la suivante :

1. On montre que si on a une autre solution faible p, alors elle appartient & C° ([0, 6]; L1(0, 1))N
L>((0,0) x (0,1)) et elle vérifie la formule analytique attendue (47) (similaire & celle vé-
rifiée par la solution p). Pour montrer cela, la clé est de considérer le probléme dual (45)
et d’appliquer la proposition 4.12 en prenant pour ¢ la solution du probléme dual.
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2. A partir de (47), on montre avec la proposition 4.4 que les (W;); := (fol w;p); sont un
N
point fixe de F' dans H Qs,01, (I'appartenance des (W;); & cet ensemble n’est pas trivial,
j=1
on a notamment besoin du lemme de Grénwall).

3. Par unicité du point fixe, les (W;); sont égaux aux (W;);, donc les courbes caractéristiques
sont aussi égales, et en remplagant dans (47), on retrouve directement p = p, ce qui conclue
la preuve.

]

Les théoréemes 4.2 et 4.3 donnent donc l'existence et l'unicité d’une solution faible p €
C°([0,6]; L*(0,1)) N L>=((0,6) x (0,1)) définit localement en temps, i.e. sur un intervalle de
temps [0, 0], pour § qui vérifie (36). Il nous reste a étendre cette solution sur [0, 7] tout entier.
C’est I'objet du théoréme 4.1 d’existence et unicité d’une solution faible globale. Le principe
de la preuve est exposé ci-dessous :

Principe de preuve du théoréeme 4.1. voir la preuve détaillée en annexe A.8
L’idée de la preuve est la suivante :

1. Existence d’une solution vérifiant (10) : On itére sur I'intervalle temporel de définition de
la solution. On a vu qu’on a existence d’une solution sur [0, o] x [0, 1] avec dy qui vérifie
(36). En itérant, on veut montrer qu’on a existence sur [0,6g + 91 + ... + ;] x [0, 1] avec
> 0; =T. On procéde donc par récurrence (cela fonctionne grace au point 3).
L’initialisation (existence d’'une solution p sur [0, do] X [0,1]) est donnée par le théoréme
d’existence locale.

Au rang n, on définit p. (existe avec le théoréme d’existence locale) solution faible de
(49), qui est le probléme (4) sur [0, d,41] x [0, 1] avec comme condition initiale
pc(0,0) = p(dg + ... + 0n, ), et comme flux entrant 7(dp + ... + J, + e, (Wm(o))l) ol
Weilt) = fol wipe(t,.).
Puis on prolonge naturellement p a 'aide de p. en une fonction p définie sur [0, + ... +
dni1] X [0,1] :

p(t,.) = p(t,.), 0<t<rT

p(t,.)) = pt—1,.), T<t<T+ 011

On montre alors (dans I'idée ce n’est pas compliqué mais il y a beaucoup de jeux d’écritures
et de notations) que p est une solution faible sur [0, 09 +. ..+ d,41] X [0, 1], et que p vérifie
(10) pour t < dg+ ...+ dpy1-

2. Unicité : On procéde aussi en itérant. On suppose qu’on a deux solutions faibles p! et p?
sur [0, 7] x [0,1]. Le théoréme d’unicité locale donne p' = p* sur [0, d] x [0, 1].
Pour ¢ > &y, on définit pl(t — do,.) := p'(¢,.) et p2(t — o, .) == p*(t,.).
On montre alors que pour k € {1,2}, p¥ est solution faible sur [0,d'] x [0,1] du méme
probléme (62). Le théoréme d’unicité locale donne alors pl = p?, et donc p' = p? sur
[0, 80 + d1] x [0, 1]. On peut itérer ce raisonnement, et on trouve p* = p? sur [0, + ... +
dm) % [0,1], d’ott I'unicité globale.

3. Atteindre T : Il faut s’assurer qu’il existe bien un m tel que > " 0; atteint 7. Pour cela,
on montre qu’on peut minorer les §; par une constante indépendante de l'itération. Cette
minoration peut étre faite car p € L>((0,7) x (0, 1)).

[]
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5 Probléme stationnaire

On a vu dans la section 3.3 sur les données expérimentales qu’a 1’échelle d'une ponte, la
dynamique des ovocytes de petite et moyenne taille (comprise entre environ 40um et 580um)
peut étre vue comme un probléme stationnaire (car indépendante du temps de mesure). On va
donc s’intéresser au probléme stationnaire lié a notre modéle EDP.

Dans cette section, on considére le probléme stationnaire correspondant a (4) avec un flux
d’entrée r indépendant du temps mais dépendant de la densité d’ovocytes :

0= =0 (A (Wii<icny, ©) p(2)) = 1 (Wi 41<i<ny 000 %) 0 (2), x € (0,1)

_ _ (14)
lim A (Wihi<icny, ) p(x) = 7 (Wi)ny 4no<isny +ns-4ns)
avec (ni,ng,n3) € N¥et Vi€ {1,... N}, W; = fol w;(y)p(y)dy ot w; > 0 € L>(0,1).
On peut réécrire ce probléme sous la forme suivante :
_ (Wi)isx ) +0:A(Wi)isz) _
p () = OB 50, (0,1)
(15)

lim A ((Wi)i, ) p (x) = r((Wi):)

z—0

Definition 5.1 (Solution du probléme stationnaire). p est une solution du probléme station-
naire si p € C1([0,1],R*) et si p vérifie (15), ou Vi € {1,...,N}, W; = fol wi(y)p(y)dy.

5.1 Existence-unicité pour des cas particuliers

Pour simplifier les notations, on définit les fonctions les fonctions f et g suivantes, respec-
tivement définis sur R x [0,1] et R "2 x [0,1]
(W) [ (V)
————— et g(Wy);,x) = | ———=
A(Wi)i, x) AM(Wi)is y)

0

f(Wi)i, o) =

Pour la suite, on se place dans le cadre suivant :
Hypothéses sur f et g :

o [ € CHRI™ X [0,1],RY) et g € CHRI™ x [0, 1, R,) ()
o M >0 tel que V(Wi); € RY™ ([ F(Wi)i Mo € s (90)

. ) ) . - maij[O,N]”ijoo
En particulier cette hypothese est vérifiée si f est bornée.

Proposition 5.1 (solution du probléme linéaire). Soient (W;)i1<i<n € (R fizés, avec N =
ny + ng + ng. Le probleme (15) associé a pour solution p € C'([0,1],R%) vérifiant :

ﬁ(m) _ T(<W1)l) e_ofﬂ%ﬁ’z;dy

NW2)er ) »oe 0]

On va montrer 'existence d’une unique solution de (15) avec un argument de type point
fixe, en s’inspirant de ce qu’on a fait pour montrer I'existence-unicité d’une solution faible de

I’EDP.
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Definition 5.2 (application F). On définit Uapplication F: [0, MY — [0, M|V telle que :
Vj € [1, N], Y(W;); € [0, M]V, alors :

x

(W3)i»y) 1
Fy((Wadi) = /wj(x))\(T(L)ie { i y)dydjyz/wj(x)f((wz’)i,x)eg((Wi)“x)dx
0

(Wi, @)
Remarque 5.1. Soit j € [1,N], et soit (W;); € [0, MY, on a :
[E5 (W)l < lwsll /If D> 2)| de = [lwjll o IS (Wi M a1y < M
et il est clair (sous Uhypothese (i)) que F;((W;);) > 0. Donc F est bien & valeur dans [0, MY
Montrons que F est continue et méme contractante sous certaines conditions (on ne consi-

derera pas les conditions les plus faibles par soucis de clarté et simplicité).
Soient (W;); et (W;); dans [0, MV, et soit j € [0, N], alors :

F(V) = BUT| < [ o) [FOV1,2) = ST )| 20

= [ @) ST [o Vi) = 9((1F3) )|

0

< llwill 2101y oo [ Wi = Wil + [lwill 11 o1y 1 1o o | Wi = W]

< ijHLl(OJ) <Z( i i ) (RA’ Z f i WV )

i=1 i=ni+1
N
+ ijHLl(O,l) Z
i=n1+n2+1

et en posant

C = max (|| fow, | + I gw: s (L1 gwe ] 1 Fwe ) (16)

|E5(Wa)i) = E(Wa)a)| < llwsll o CZ Wi — W]

Donc
N - N N -
YW = B (W))| <D Cllwillnon 2 Wi = W
j=1 Jj=1 i=1

F est donc (uniformément) continue et en supposant Z Cllwjll g1y < 1, F est méme contrac-
ji
tante. On a donc les deux propositions suivantes :
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Proposition 5.2. Sous les hypothéses énoncées en début de section sur f et g, F' admet un
point five sur [0, M|V

Démonstration. F' est continue sur un convexe compact donc le théoréme du point fixe de
Brouwer donne directement ’existence d’un point fixe. O]

Proposition 5.3. Si de plus, F est contractante, alors F' admet un unique point fixe dans

0, M]N. En particulier, si C Z [will 101y < 1 (avec C' qui vérifie (16)) alors F' admet un

unique point fize dans [0, MY
Démonstration. F est contractante sur [0, M]Y, qui est un espace complet car fermé de RY,

qui est complet. Le théoréme du point fixe de Banach garantie donc 'existence d’un unique
point fixe de F' dans [0, M]V. O

On note (W) ep,n un point fixe de F, i.e. Vj € [1, N],

1

W, = [ oW a1

0

Le candidat a étre une solution du probléme stationnaire est :

px) = F((Wi)s, 2)e Vo) sur [0, 1] (17)
Comme attendu, on a le théoréme suivant :
Théoréme 5.1 (Existence). p € C'([0,1],R%) définie par (17) est solution du probleme (15).
Démonstration. On se donne (V_Vj)je[LN]] un point fixe de F. f et g sont C! par rapport a et

1
f & valeur dans R?, donc p € C'([0, 1], R%). De plus, on a directement W; = [ w;(z)p(x)dz .
0

r((Wa)s)

= donc la condition initiale est respectée
A((W3)i,0)

p(0) = f((W);,0) =

et soit x € [0, 1], alors :

Ao((Wi)oy @)r(Wi)) —J S5 (W) )r (W) [ 4

({1 R N(W),.o)
) n) + A((W)e) [ (W), -8y
AM(Wi)i; @) (W)
_ N(( 71)1733) + )‘x((m)wx) _
(AP R
Donc p est bien solution de (15). O
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Montrons a présent le résultat suivant :
Théoréme 5.2 (Unicité). Si F' est contractante, alors la solution de (15) est unique.

Démonstration. Soit p € C*(]0,1], R%) une autre solution de (15), i.e. vérifie :

~ . M((Wi)i,w)‘i’az)\((wi)i,x) -
(18)
5 () — (0¥
p(x) )\((ﬁfl)i’o) >0
5 1
avec W; = [w;(x)p(x)dx, Vi € [1, NJ.
0
Soit = € [0; 1], alors Vy € [0, ],
Pily) M ((Wz)ia y) + 0\ ((W@-)@-,y)
70 ()
et en intégrant sur [0;x], on trouve :
_ F (WV3)g9) +02 2 (Wi w)
)= po)e 1 Ao
Donc
~ ' ; _f 1((W)3,9) +02 A ((Wy)i.y) dy N
W; = / wj()p(a)dz = / wi@)p(0)e o M R de = Fy(Wh),), Vi € [1N]
0 0
et

Wy = B(7)0) < sl [ 107, <M

Donc par unicité du point fixe de Banach, Vj € [1, N], I/T/j = I/T/'j, et en remplacant directement
dans 'expression de p, on trouve p = p, d’ou 'unicité. O]

A présent, nous allons préciser les conditions d’existence-unicité de solution dans plusieurs
cas simple, pour lesquels on a parfois une solution analytique.

Cas 1 : On regarde 'EDO suivante :

p(w) = ~HEXCp(0), 1 € (0,1)

38



Proposition 5.4. Le probléme (19) admet une unique solution donnée par :

z /
_ f u(y);{k) (y)dy

p(z) =p(0)e o 7" xel0,1]
avec :
) )+ \/)\ 2+ 4er1ea(0 fo y AR Ay
p(0) =y (20)
205\ (0 fo dx

Démonstration. Supposons que (19) admet une solution p. Alors en intégrant, on a :

z ’
—f u(y);(#; (y) dy

p(z) = p(0)e o , x €[0,1]
Et en remplacant dans I’équation p (0) = %, on obtient directement :
_ C1
p(0)A(0) = sy
1+ ¢2(0) [ w( 0 X da

Or I'unique solution positive de cette équation est (20).
Réciproquement, si

iy u(y)+;'(y)d
px)=p0)e o " a0,

avec p(0) qui vérifie (20), alors p est bien solution du probléme (19), ce qui termine la preuve. [
Cas 2 : On regarde 'EDO suivante :
pl(w) = —HEE ) 5(r), @ € (0,1)

p(0) = "

(21)

avec r(Wy, Wy) = }fl%, et W; = fwl o(x)dz, pour i € {1,2}, et ot pu > 0, A > 0 sont C.

En faisant un raisonnement 1dent1que a celui fait dans le cas précédent, on arrive au résultat
suivant :

Proposition 5.5. Le probléme (21) admet une unique solution donnée par :

z /
—f u(yi\J(r/\) (y)dy

plz) =p(0)e © 7"z €[0,1]
avec :
B —\0) + cre30q1 + \/[/\(O) — clcga1]2 + 4degezan)(0)
pl0) = 22051 (0)
ou o = fo w;(z S dr pour i € {1,2}
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Cas 3 : On considére ’EDO suivante :

p/le) = A (), 2 € 0,1)

(22)

_ r(W
p (O) = E\((ﬁ)

avec 7(Wh) = 78, A(Wa2) = file )[1‘1‘91( )Wﬂ» p(Ws,x) = fo(z) [1+ ga(x)W3] on
f1,91, f2,92 € CH[0,1],Ry), f1 >0, et W; = fwl (z)dz, pour i € {1,2,3}.

Les hypothéses (i) et (i) sur f et g (voir debut de la section 5.1) sont vérifiées.
De plus, avec un raisonnement identique a celui effectué dans le cas général, on peut montrer
que F': [0, M]> — [0, M]? est contractante si la condition suivante est vérifiée :

Ci1Imax | C2

Z]ilwv Z w; { / fag1( 1+92M)}7 Z}'lwi /Ox f}‘? <1 (23)
0

avec M = ¢ m[[ax]] ( 0 f1> Les théorémes 5.1 et 5.2 donnent directement le résultat suivant :
i€[1,3

Proposition 5.6. Le probléme (22) admet une solution. De plus, si la condition (23) est
vérifiée, alors cette solution est unique.

Notons que dans ce cas, on a pas de formule analytique pour la solution.

Cas 4 : On considére a présent 'EDO suivante :

p/@) = -2 @), v e 0,1)
* (24)

—

— (W
p(0) = A(W,0)

avec r(W) = c(1+ W), A\(W,x) = {ITW' et W = fo wp, et on f; > 0 est C''. Notons que

I'hypothése (i7) sur f n’est pas vérifiée, on ne rentre donc pas dans le cadre des théorémes 5.1
et 5.2 d’existence et d’unicité d’une solution. On va montrer la proposition suivante :

Proposition 5.7. Notons a = 01 ;’1((“?) dz.

o Sic< i, alors le probléeme (24) admet une unique solution donnée par :

1 —2ca+ /1 —4dea

plx) = 2e0fy(x) z € [0,1] (25)

e Sinon, le probleme (24) n’admet aucune solution.

Démonstration. Soit p une solution du probléme (24), que 'on peut réécrire ainsi :
p'(x) = —4Dp(z), x € (0.1)
p(0) = 55 (1L + W)

L’EDO ne dépend donc pas de W. En intégrant, on obtient :

p(0) f1(0)
fi(z)
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et en remplagant dans ’expression de la condition initiale, on obtient directement :

p(0)f1(0) = (1 + f1(0)p(0)r)

p(0) est donc racine d’un polynéme de degré 2, dont le discrimant vaut A = f;(0)?[1 — 4ac].
Sic> t, alors A < 0. Le polynéme n’a pas de racine réelle, ce qui est absurde. Le probléme
(24) n’a donc pas de solution.

Sic< i, alors I'unique racine positive du polyndéme est :

B 1 —2ca++/1—4dca

0(0

o(0) 2caf1(0)
Donc p(z) = 2 (?3{;50) = 1—20232;(:16)—@@7 x € [0, 1]. Réciproquement, on vérifie facilement que p
définit ainsi est bien une solution. m

Remarque 5.2. On a simplifié au mazimum les expressions de r et X pour simplifier les calculs,

mais on peut mener le méme type de raisonnement en considérant par exemple r(W7) = 0411—2%

et \(Ws,x) = % On trouvera aussi des cas pour lesquels il n’y a pas de solution, en fonction

du signe du discriminant du polynome dont est racine p(0).
5.2 Schéma numérique pour le probléme stationnaire
5.2.1 Description du schéma

Principe :
Soient (Wi,...,Wy) € R.Y et soit p(W) la solution (EDO linéaire d’ordre 1 avec condition
de Cauchy donc admet une unique solution) associée de :

p'(x) = _#((Wi)i7$)+3z/\((Wi)i,I)ﬁ(x)7 z € (0,1)

M(Wi)sz)
(26)
lim A\ (W3)s, ) p () = (7))

Posons J: R, — R tel que :

N 1 2

T W) =3 | [ wlopW)(a)de — Wi

i=1 /0

Supposons que notre probléme stationnaire a une unique solution. (V_Vl, cee WN) =: W est

un minimum de J ssi Vj € [1,..., N], fol w;(2)p(W)(z)dz = W; ssi p(W) est la solution du
probléme stationnaire.

Plus généralement, J a n racines ssi on a existence de n solutions de (15). J n’a aucune racine
ssi le minimum de J est strictement positif ssi (15) n’a aucune solution.

On va donc chercher & minimiser J. Pour minimiser .J, du fait de la régularité des données,
on peut utiliser un algorithme & direction de descente (méthode de Broyden-Fletcher-Goldfarb-
Shanno par exemple). En effet, montrons que J est différentiable.

Différentiabilité de J :
On suppose r € C*(([0, +00))™ %[0, 1]), A € C*(([0, +00))" %[0, 1]), A > 0, u € C*(([0; +00))"2 x
0.1), 1> 0.

Pour simplifier les notations, on pose : f(W) 1= Wi ot p(W, z) 1= —AU0Vi)i2) 0 MOWa)i.2)

A((W3)4,0) A(Wy)s,x)
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Proposition 5.8. Sous les hypothéses précédentes, J est différentiable et Vj € [1, NJ,

=25 ([ ) ([ )

ot 22 (W) wérifie le probléeme de Cauchy suivant :

oW
az ot (W) = h(W) g6 (W) + gi=(W)p(W), - sur [0,1]
(28)
a?/lp/j (W) (O) - 3?/[]2 <W>
Démonstration. Soit j € [0, N]. On va d’abord montrer les deux points suivants :
i) ;—le;j(W) existe et vérifie (28).
ii) aiwj fol w;p(W) existe et 8W 01 wip(W) = flwza?; (W)
i) Soit a > 0 et W € [0,a]". p(W) est la solution du probléme (26), donc Vx € [0, 1],
pIV) () = f(W)elo M (29)

Or d’apres les hypotheéses, il est clair que f et h sont dérivables en W;. De plus, h est continue

sur [0, a]™ x [0, 1] compact, donc bornée. Le théoréme de dérivation des intégrales a paramétres
Y ot 0 1

donne donc I'existence de - Jo (W, y)dy et

1 1 8h
/ h(W,y)dy = (W, y)dy
0 0

ow; ow;
Donc, d’aprés (29), aa—vgj(W) existe et on a :
p of Frvyy / oh Jrvg)dy
= 0 0 1
oWl = g wye " gy [ se o) @

0
On a montré ce résultat sur [0,a]” pour tout a > 0. Il est donc valable sur [0, +o00[". De plus,
notons qu’a partir de (30) on peut vérifier aisément que %(W) vérifie (28).

J
ii) Soit @ > 0. En appliquant le théoréme de continuité des intégrales a parameétres, on peut

montrer & partir de (30) que 8‘?4/ est continue sur [0, a] x [0, 1] compact, et donc en particulier

bornée. On peut donc apphquer le théoréme de derlvablhte des mtegrales a parametres pour

montrer que - [ w;p(W) existe et 2 [\ wp(W) = [} w; . Encore une fois, on a
que aw; Jo WiP aw; Jo ip(W 0 Zaw ’

montré ce résultat sur [0, a]” pour tout a > 0. Il est donc valable sur [0, +oo[N.
Finalement, on déduit de ii) que J est différentiable et :

N

s =23 ([ = w) oo ([ oy - w)

=1

N

([ o ) (g o)

=1

([ o) ([ -4

=1
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5.2.2 Implémentation du schéma

On a implémenté le schéma numérique en langage Python. On détaille ici les outils (issus
de librairies Python) utilisés pour évaluer et minimiser J, et la fagon de procéder.
Pour minimiser J, on utilise la fonction minimize du module optimize de la librairie SciPy. Cette
fonction nous permet d’appliquer la méthode BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno) pour
minimiser J. Pour utiliser cette méthode de minimisation, nous avons besoin de pouvoir éva-
luer numériquement J et V.J pour n’importe quel W € RY. Nous allons détailler la fagon avec
laquelle nous évaluons ces fonctions.

Evaluation numérique de J(W) :
Soit W € [0, +oo[. On résout le systéeme d’EDO linéaire suivant avec la fonction odeint du
module integrate de la librairie SciPy :

L(x) = (W, z)p(z), = € [0,1]
Il(z) = wi(z)p(z), x €]0,1], i € [1, N]

p(0) = f(W)
L;(0) =0, i € [1, N]

(31)

On a un unique paramétre de discrétisation h qui est le pas de subdivision (que 'on choisi
uniforme) de U'intervalle [0, 1] utilisé¢ pour résoudre le systéme d’EDO. En sortie de la résolution
de ce systéme, on récupére les valeurs approchées I; (1) des [;(1) = fol w;p. Finalement, la valeur
approchée numériquement de J(WW') est donnée par :

(W) = Z (Lin(1) — Wi)*

Evaluation numérique de VJ(W) :
On résout avec odeint le systéme d’EDO linéaire suivant :

() = W(W,2)p(x), @ € [0,1]

;_Mf_vgj(x) = h(W, :E)aa—vfjj(x) + anr (W 2)p(2), = €[0,1]

(] oW (32>
p(0) = f(W)
a1 (0) = - (W)
I;(0) =0, i € [1,N]
Ji;(0) =0, (i,5) € [1, N]?
En sortie, on récupére les Valeurs approchées [; (1) des I;(1) fol w;p et les valeurs approchées
Jijn(1) des J;;(1 fo W; = 8W Finalement, la valeur approchée numériquement des a?ai (W) est

donnée par :

(;V%)h (W) =2 Zl (Lin(1) = Wy) (Jign(1) = 0ij)
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On pourrait par exemple utiliser les méthodes RK45 ou DOP853 (méthodes de Runge-Kutta)
qui sont aussi disponibles dans le module Scipy.integrate, mais (pour l'instant du moins), la
vitesse de calcul et la précision de la méthode est largement suffisante.

5.2.3 Tests et validation du schéma

On va tester le schéma sur les quatre cas détaillés précédemment dans la section sur
I’existence-unicité de solutions au probléme stationnaire. Pour les deux premiers cas, on a
une solution analytique connue. Pour le troiséme cas, on a existence d’une solution et on a
une condition qui assure l'unicité. Enfin, pour le dernier cas, on a une condition nécessaire et
suffisante & I'existence d’une solution.

Dans toute cette partie, on notera E l'erreur relative en norme 2 entre la solution exacte p.;
et la solution approchée p;, = p(W},), oit W), est 'approximation numérique du minimum de la

fonctionnelle J : 1 9
_ Jo (Pes = )"

E = T_
fo pgm
Cas1:

Données : Pour pouvoir calculer la solution exacte sans approximation (pas d’intégrales ou

d’exponentielles & approcher), on se place dans un cas trés simple. On pose p = 0, A = x%l,

w =1, ¢; = cg = 1. Ainsi la solution exacte vaut pe, = (z + 1)#

Parameétres de 'algorithme : On choisit arbitrairement d’initialiser 1’algo de minimisation a
Wy = 1, et on fixe le critére d’arrét gtol (valeur maximale de la norme du gradient pour la-
quelle on arréte I'algo) a 10719,

Résultats : La courbe de convergence suivante (voir figure 19) montre que le schéma numeérique
converge et est d’ordre 2 (dans ce cas précis). Ceci est directement lié a I'ordre de la méthode
odeint. De plus, dans ce cas précis, pour tous les pas de discrétisations h testés, 'algorithme de
descente BFGS fait 5 itérations, pour 7 évaluations de J et 7 évaluations de V.J. Concernant
le temps d’exécution de ’algorithme, on observe une convergence trés rapide d’un ordre proche
de —17 (dans ce cas précis), c’est a dire que si on multiplie par 10 le temps de calcul, l'erreur
est divisée par 10'7 (voir figure 19).

Dans le cas 1, la fonctionnelle & minimiser est définie sur R, elle est facile & minimiser et on

Courbe de convergence erreur relative log du Temps de calcul en fonction du log I'erreur relative

logio(E)

15 2.0 25 3.0 35 4.0 4.5 5.0 -2.4 -2.2 -2.0 -1.8 -1.6 -1.4 -1.2 -1.0
log10(nx) = log1o(1/h + 1) log10(Temps de calcul)

FIGURE 19 : Cas 1 avec u =0, A = #1, w=1, ¢ =c, = 1. A gauche, courbe de convergence

du schéma numérique pour le probléme stationnaire. A droite, courbe du logl0 de Ierreur en
fonction du logl0 du temps de calcul (en secondes) de I'algorithme BFGS (moyenne sur 500
tests).
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peut méme la minimiser rapidement "a la main", sans utiliser d’algorithme d’optimisation. On
va donc s’intéresser au cas 2, pour lequel la fonctionnelle est définie sur R2.

Cas 2 :

Données : Comme précédemment, pour pouvoir calculer la solution exacte sans approxima-
tions, on se place dans un cas simple. On pose =0, A = %H, wy = Lyg,1), wa = L5, c1 = 2,
¢y = c3 = 1. Ainsi, on peut calculer la solution exacte & partir de la proposition 21 :

Pew = & (2 + \/13/2> (x+1).

Parameétre de 'algorithme : On choisit arbitrairement d’initialiser 1’algo de minimisation a
Wy = (1,1), et on fixe le critére d’arrét gtol (valeur maximale de la norme du gradient pour
laquelle on arréte I’algo) & 1071 (on trouve des résultats similaires pour un critére d’arrét plus
petit).

Résultats : On peut voir sur la figure 20 (panels du haut) que l'erreur relative E est globa-
lement comprise entre 10~7 et 1078 pour tous les pas de discrétisation de [0, 1]. L’algorithme
d’optimisation ne permet pas d’étre plus précis que cela. Lorsque 'on trace la fonctionnelle
(voir panels du bas de la figure 20), on voit un "plateau" autour du minimum qui complique
stirement la tache de ’algorithme d’optimisation.

Courbe de convergence erreur relative log du Temps de calcul en fonction du log I'erreur relative

-7.0

| /\ g
= |
2 NS A 5
sl BN VA -
|

logao(E)
log10(E)

-8.2

-8.4 / -84

15 200 25 30 35 40 4’5 50 -13 -1.2 -11

-1.0 -0.9 -0.8 -0.7 -0.6
logro(ny)=1/h+1 logo(Temps de calcul)

FIGURE 20 : Cas 2 avec u =0, A = ﬁ,wl = 1,1}, wo = L5, c1 = 2, cg = c3 = 1. En haut
a gauche, courbe de convergence du schéma numérique pour le probléme stationnaire. En haut
a droite, courbe du logl0 de I'erreur en fonction du logl0 du temps de calcul (en secondes) de
l'algorithme BFGS (moyenne sur 50 tests). En bas a gauche, courbe de la fonctionnelle J sur
[0,10] x [0, 10] (le minimum est en (5.46,2.27)). En bas 4 droite, courbe des isovaleurs de J aux
alentours du minimum.
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Cas 3 : Dans ce cas on a pas de solution analytique mais on sait qu’on a existence et
unicité d’une solution (si on respecte la condition de contractibilité). La plus-value de ce cas
par rapport aux précédents est qu’on a une régulation sur les trois termes de notre EDO u, A, r,
et la fonctionnelle J est définie sur R3.

Données : On pose A(z) = fi(x)(1+(0.2x 4+ 1)Ws), p(z) = 0.5(14+Ws), r(z) = 1+CII/V1’ on choisit
c1 de facon a ce que (23) soit vraie (¢; ~ 0.22), et f1(x) = 100(x — 0.005)(z — 0.2)(x — 0.8)* + 1.
On pose wi(x) = L], wa(x) = Ljo0.5), ws(x) = Lo

Paramétre de l'algorithme : On choisit arbitrairement d’initialiser I’algo de minimisation a
Wo = (M/2,M/2, M/2), et on fixe le critére d’arrét gtol a 10719,

Parameétre de discrétisation : On veut choisir une discrétisation assez fine pour bien approcher
la solution mais assez grossiére pour ne pas faire de calculs inutiles. Pour cela, on compare les

valeurs des LWZ) pour différents h, et ot J; est I'approximation de la fonctionnelle J pour un

Wl

pas h assez fin (inférieur aux valeurs de h que 1'on teste). D’aprés la figure 21 (partie gauche), il
semble suffisant de se contenter d’un pas h de l'ordre de 10~! (correspond a n, = 11), puisque
I (Wh)

— 2.
[[Wall;
Résultats : Sur la figure 21 (partie droite) on a reporté la solution numérique trouvée, ainsi que
la solution du méme probléme stationnaire sans rétro-actions.

le fait de raffiner la discrétisation ne fait pas diminuer significativement

Valeur minimale de la fonctionnelle isée en fonction du pas de discrétisation Solution avec controles comparée & |a solution sans controle

plx)

i 7\

FIGURE 21 : Cas 3 avec A(z) = fi(z)(1 + (0.22 + 1)Ws), p(x) = 0.5(1 + Ws), r(z) = 5
a ~ 022, fi(z) = 100(z — 0.005)(z — 0.2)(z — 0.8)* + 1, wi(z) = L1}, walz) = Loy,
w3(x) = Lj5,1. A gauche, courbe des minimums de la fonctionnelle J (normalisée) en fonction
de la finesse de la discrétisation choisie pour calculer J et VJ dans 'algorithme BFGS. A droite,
courbe de la solution numérique obtenue (pour une discrétisation n, = 10) en bleu, et courbe

de la solution sans rétro-controles en orange.

logo(n<)

Cas 4 : On veut étudier le comportement de ’algorithme sur un cas ot il n’y a pas de solutions.

On va donc faire varier le paramétre ¢ (flux d’entrée) pour tester les deux cas de la proposition

5.8.

Données : On fixe fi(z) = 100(z — 0.005)(z — 0.2)(z — 0.8)* + 1, et w = L{g.3,0.9-

Parameétres de l’algorithme : On fixe arbitrairement Wy = 5 et gtol = 10710,

Parameétre de discrétisation pour les évaluations de J et V.J : On fixe n, = 10

Résultats : On peut voir sur la figure 22 (graphique du haut) que la valeur minimale de la

‘yjl’;:/V[/‘Tg est bien plus élevée lorsqu’on a aucune solution : on
h

observe un bond de I'ordre de 10~ aIQltOHI‘ de ca = 0.25 (entre car = 0.2499 et ca = 0.2501).

De plus, on observe aussi (graphiques du bas sur la figure 22) qu’ au voisinage de ¢ = %2

o )

fonctionnelle normalisée W), —
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Uerreur relative E augmente : l'algorithme est moins précis (la fonctionnelle est plus plate
autour du minimum).

log10 de la valeur minimale de ] normalisée en fonction de ca

j f/

logao(/(Wn)/W3)

log10 de I'erreur relative entre la solution numérique et la solution analytique en fonction de ca

log10(E)

FIGURE 22 : Cas 4 avec fi(z) = 100(z —0.005)(z —0.2)(z — 0.8)* + 1 et w = (9304 En haut,

loglo(ﬁh_(wﬁg)) en fonction de ca pour ¢ € [%, 4] En bas, logio(E) en fonction de ca pour
hilg
ce [%, %} (pour car > 0.25 on a pas de solution).

5.3 Probléme inverse du probléme stationnaire

La mise en oeuvre d’'un algorithme de résolution du probléme stationnaire va nous permettre
de résoudre le probléme inverse associée aux données expérimentales dont ’on dispose.
Cependant, avec les données expérimentales a notre disposition, le probléme inverse est mal
posé : on est loin d’avoir unicité des parameétres qui permettent au modeéle de bien approcher
les données. Commencons par le cas le plus simple, i.e. sans rétro controles dans notre modele,
et sans mortalité.

5.3.1 Taux sans dépendance et pas de mortalité

Dans le cas ot on omet les rétro-controles, on a une unique solution de (15) définie sur [0, 1]
tout entier et définie par :

1) g,

roo- f 1)+ () dy r -
o T o M e [0,1] (33)

A =30 @

et si on néglige la mortalité, ce qui n’est pas incohérent d’un point de vue hypothése biologique,
(= 0), alors la forme de la solution est encore plus simple :

O =z

pla) = W re0,1] (34)
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Notons ﬁz la distribution expérimentale des ovocytes de 1’échantillon j du point de temps i,
régularisée avec une méthode a noyau (KDE). En se basant sur (34), on note

~ 7
X(x) = =——, x € [40,580] (35)
pi(x)
On peut donc estimer les fonction taux de maturation pour chaque échantillon & un facteur
multiplicatif prés. On a tracé /% sur [44.8,580] (a gauche) et sur [44.8,300] (a droite) pour tout

1,7 sur la figure 23.

1 1

Courbes des fonctions = Courbes des fonctions =
1.0+

A A

100 200 300 400 500 50 100 150 200 250 300
x (taille des ovocytes en ) x (taille des ovocytes en )

FIGURE 23 : A gauche, ‘%, pour tout 7, 7, pour les ovocytes dans la classe de taille 44.8 —580 um.

A droite, la méme chose sur la classe de taille 44.8 — 300 pm.
Paramétres des KDE : bandwith h de Silverman divisée par 2, et noyau Gaussien.
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6 Conclusion et perspectives

Ce stage a permis de développer, a partir des connaissances biologiques liées aux mécanismes
de l'ovogenese et des données du LPGP, un modéle de dynamique des populations ovocytaires
des poissons modéles, que I'on peut voir comme une généralisation/variante du modéle EDP
présenté dans [3] et adapté aux mammiféres.

Mathématiquement, ce modéle correspond a une équation de transport non linéaire avec terme
source, dont le terme de vitesse, le terme source et le flux d’entrée sont non-locaux. On a apporté
une preuve d’existence-unicité d’une solution faible pour cette équation.

Dans un second temps, nous avons remarqué en analysant les données expérimentales du LPGP
qu’a I’échelle d'une ponte, la dynamique des ovocytes de petite et moyenne taille (globalement
jusqu’a la fin de la vitellogenése) peut en fait étre assimilée & un probléme statique. Nous
avons donc étudié mathématiquement (existence, unicité de solutions) le probléme stationnaire
associé au modéle EDP, et nous avons mis au point une méthode numérique de résolution de
ce probléme stationnaire.

Les perspectives a "court terme" de ces travaux sont naturellement d’étudier théoriquement la
convergence du modéle EDP en temps long, et de mettre au point un schéma numérique pour
le modeéle EDP (en partant du schéma numérique développé dans [3] et [11]) qui converge en
temps long vers I'état d’équilibre, et qui le préserve.
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A Preuves des propositions et théorémes pour ’existence-
unicité
A.1 Preuve du lemme 4.4

Démonstration. On note :

0 4
/2 rle, (Wil@))i) (v 6)),000)) + w5060, (N Ay = *
0 A(Wj());,0)

1
/g i Pl B)e I3 VO €40)) + n(Ws )5 E80D0 . (1) dyy —: 4
o(t

Pour le premier terme, on fait le changement de variable u = a4(y). On a donc (proposition
4.3) :

1 ¢
du = — e~ Ja )\at((Wi(e))jv'ES(@))dedy
A ((Wj(a));,0)

En ce qui concerne les bornes :

o u(&(t)) = aft,&(t)). Or par définition de a et par unicité des courbes caractéristiques
avec la méme condition initiale on a : 0 = &(u(&a(t)),t,&2(t)) = &Ea(u(§2(t))). Donc
u(&(t)) = £1(0) = 0 par définition de &,.

e 4(0) = a(t,0). Donc par définition de o : 0 = &5(u(0);¢,0). Or s — &3(s;t,0) est stricte-
ment croissante et &3(t;¢,0) = 0, donc u(0) = t.

Donc finalement :

0
. _/ r(u, (Wi(u)):)e = [ 1((W(9)); 83 (0:t.0" N (o (u))du
t

et en utilisant la proposition 3, on a

t
*:/ r(u, (Wi(u))i)e = 175 0)); £ 035 (50.0)) 19905, (&(t; 1, 0))du
0

et comme par unicité £3(0; ¢, &3(t;u,0)) = €5(6; 1, 0), on a finalement :

.= / r(at, (Wi () ) OV OGO 0030, (101, 0))

Pour le second terme, on fait le changement de variable x = ;(y). On a donc (proposition 4.3) :

dr=-c¢ fo (W;(0))5,£4(0)) dey

En ce qui concerne les bornes :

o 2(&(t) = B(t,&(t)). Or par définition &4(0;¢,&(t)) = B(t,&(t)), et par unicité des
courbes caractéristiques &,(0;¢,&2(t)) = £2(0) = 0. Donc S(t,&2(t)) = 0.

e 2(1)=p(t1) =
Or &(0) =&
Donc z(1) =

= 54(0 L 1) 51(0) par définitions.
() - fo &0
1= [y AW ( ))3,61( ))do

20



Donc finalement :
1= [ A(W;(0));,€1(0))d0 L e
**:/ po() o H 0));5,64(03t,8; (,Bt ( ))
0

et en utilisant la proposition 4.2 et le fait que par unicité £4(0;t,£4(¢;0,2)) = £4(0;0,2), on a :

1= o A(W;(0));,€1(6))
- polae™ o MOV SO0, 6, (1,0, 7))
[
A.2 Preuve de la proposition 4.7
N
Démonstration. Soit (Wy,..., Wy) € H Qs.1,, et soit i € {1,..., N} Pour simplifier les nota-
i=1

tions, posons

Flt,u) = r(u, (Wy(u));)e™ b VO SsCm000 (g4 (¢ 0, 0))

et
g(t,x) == po(x)e — J3 m((W;(6)),£4(650,2))d wl(@(t 0,2))

Ainsi on a

1[5 A(W;(6))5.,£1(6))d6
F,(Wq,..., W, / ft,u)du + / g(t,x)dx
0

Les fonctions que I’on intégre sont bornés (et mesurables) donc les intégrales sont bien définies.
Montrons que F est bien a valeur dans (C°([0, §]))"

Etape 1 :

Soit u € [0, 0], montrons que f(.,u) est continue sur [u, d].

t — w;(&3(t;u,0)) est continue comme composée de fonctions continues.

t— fj pu((W;(0));,&5(0;u,0))do est continue car la fonction intégrée est bornée par “'u”oo,l'[i[o MiIx[0.1]>
donc par composition avec exp (continue) puis par produit de fonctions continues, on a bien

que t — f(t,u) est continue.

On peut montrer de la méme maniére que t — ¢(t, x) est continue pour x € [0; 1—f0t A(W;(0));,&(0))dd)].
Etape 2 :

Soit ¢ € [0, 0] et ¢, — t quand n — +oo. Alors (on doit faire attention aux domaines de défini-
tion de f(t,,.), f(t,.), g(tn,.) et g(t,.) d’ou la séparation de la preuve en 2 cas) :

Si t, >t(avect<(5

ftn,u du—/ f(t,u)du (f(tn,u)—f(t,u))du—i—/tnf(tn,u)du

< [tn =t} [I7]

-||m+/0 F (b)) — £ (£,)] du

et Vn € N, on a |f(t,,u)| < ||r], [|wil|,, donc d’aprés le théoréme de convergence dominée et
par continuité de f(.,u) on a : f(f |f (tn,u) — f (t,u)|du — 0 quand n — +oo. En passant a la
limite dans 'inégalité précédente on obtient finalement que

nl_i)rfoo/o f(tn,u)du:/o f(t,u)du
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D’autre part,

L [2m A((W;(6));,61(0))d0 L [ M(W;(6));.61(6))d6
g(tn, r)dx — / g(t, z)dz
0 0
L [m A((W;(0)).61.(0))d0 L [ M(W;(6));.£1(6))d6
< 9(ts) — g(t, )| do + / g(t,)da
0 1= J5m A((W;(0));5.,£1(0))d0

1
< /]1[0,1—f0‘" A((W;(0))5,€1(6))d6] () |g(tn, z) — g(t, x)| dz + ||P0||oo ||w,||oo |t — 1] ||>‘||007Hi[0,Mi]X[0»1]
0

et Vn € N, on a |g(t,, x)| < ||pol| [|wi]| donc d’apres le théoréme de convergence dominée (en
utilisant la continuité de g(., z)) on obtient que le terme de gauche tend vers 0 lorsque n — +o0.
Pour le terme de droite c¢’est clair. Donc en passant a la limite dans I'inégalité on obtient que

1= [om M(W;(0));,61(6))do 1— [ A(W;(0));.,£1(0))do
lim / g(ty,x)dr = / g(t,z)dz
n—-+oo
0 0

Finalement, on a bien que :

lim -Fi(Wla ceey WN)(tn) = -Fi(Wla ceey WN)(t)

n—-+00
Sit, <t (avect >0):

" ttowydu— [t
i f(tn, u)du /Of(tu)u

/Otn (F (b)) — f () du + /tt” F(tu)du

t
<t — 1] 7l Nl o + / Lo () | (busrt) — £ (£ )] du
0

et avec la méme majoration que dans 'autre cas, on peut utiliser le théoréme de convergence
dominée. Donc en passant a la limite on obtient toujours que :

nl_l)r_il_loo /Otn ftn, u)du = /Otf(t,u)du

Donc finalement le terme t — fg f(t,u)du est bien continu.
D’autre part,

1= [5™ M(W;(0));,£1(0))do 1= [5 A(W;(0));,€1(0))do
(b, 7)ddz — / o(t, 2)dz

0
1- fo (W;(0));,61(0))do 1*fot" A((W;(0));,61(0))do
< 9ty @) — gt 2)| da + / 9t 0)da
0 1— [EA((W;(0));,1(6))d6

1= fg M(W;(8));,£1(6))d6

IN

19(tn; ) = g(t, @) dz + [ poll o lwilloo En = ¢ T[]l 1, 10,00) 10,1y

[e=]
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de nouveau, on peut appliquer le théoréme de convergence dominée sur le terme de gauche.
Pour le terme de droite la convergence est claire. En passant a la limite, on obtient donc :

1= fo™ A((W;(0));,€1(0))d6 1= fo A(W;(6));.,£1(6))do
lim / g(tn, z)dx = / g(t, z)dx
n—-+4oo
0 0

On a donc :
lim E(Wh N WN)(tn) = E(Wl, ceey WN)(t)

n—-+00

Ceci est vrai pour tout ¢t € [0, ], et pour toute suite ¢, — ¢ qui converge par au-dessus ou par
en-dessous, donc F;(Wi,...,Wy) est bien continue sur [0, ]. L’application F' est donc bien a
valeur dans (C°([0, 6]))". O

A.3 Preuve de la proposition 4.9
Démonstration. Soit T > 0. Soit 6 > 0 et qui vérifie (12).

N
Soient ¢ € {1,..., N}, (Wq,..., Wy) € HQ‘;:MJ et t < §. Pour simplifier les notations, on
=1
pose : ’
t
Gi(Whs o W) = [ v, (W) )e 000 60000005610, 0))
0
et
1- fo W] 9 )] 51(9))
Hi(Wla""WN)(t> - / pO( ) fo 54(001)d9 (54(7f 0 J]))d
0
N
Soient (Wl, e WN) € H Qs,01;- On définit les courbes caractéristiques &, de maniére analogue
j=1

aux &; (deéfinition 4.2 mais avec I'EDO : Cfg (s) = A ((W;(8)12i<n ), &i(5))).

Considérons d’abord le terme G; :

|Gi(Wi, .., W) () — Go(Wh, ..., W)(1)]
= / (s (W ());) = (s, (W ())) €7 b O O OO0 65 150,0)) . =

t —
+ / r(u, (Wj(u))J)< — Ju 1l );:€3(0;u,0)d0 o= [, n((W;(0));,€5(6;u.0)) d@) (3t u,0))du| =: &
0

+ /Or(u7(WJ< w));)e Ju (V3O €@ (o (£4(4 0, 0)) — wi(Es(t0,0))) du| =: &

En utilisant notamment le caractére C! de r, on a :

» < il / (s (W3 (w);) — (s, (W (1)) s

N
<llwillt > rwill o

Jj=ni1+n2+1
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Concernant le deuxiéme terme de la somme, on a :

t
il |

on utilise I'inégalité des accroissements finis :

D [ ——— (e Jin(OW5(0); 805,000 _ o~ [ #((Wj((?))j,ﬁ_s((?;u,o))d@’ du

< ) o (6));.€3(6: u,0))d0 — / H((V73(0));.E(6; u, 0))d6| du
< 1l / / [(B(W;(0)); €6, 0)) — u((W5(0));, & (03 1, 0)) | doclu
ni+ng
<t 55 Tl [ 19— 5] a0
z oo |, [
i T . 0:u,0) — &(6; w,0)|dbd
sl (el g o on | 16600:,0) = 60,0 a0
Or, soit t < 9, u € [0,t], et 6 € [u,t]. Alors :
0
&3(0;u,0) = &(u; u, 0) +/ &5 (s;u,0)ds
0
_ / AW (3)) 1<, &(53 1, 0))dls
et de la méme manieére,
0
£y(6:0,0) = / AT (3))1m s €510, 0))ds , donc -
|€3(6; 1, 0) — &5(6; u,0)| / IA((W;(s));, €355 u,0)) — A((Wi(s));, E3(s5u,0))| ds
- (Z )

(0 =) (Il 000, 0 165(50,0) = (2, 0) )

ni
<1 (S I~ 1

Jj=1

1 (Il 1, 00010 166 10,0) = (50, 0)] )

Donc (en passant au sup) :

€305, 0) — &(5u,0)|] <t <Z [ Aw, (| [W; = Wi + 1Al ||€5 (5w, 0) — 53(-;%0)“)

Jj=1

et done :

) Z_:HAWHHW Wl
||§3(.;u,0)—§3(.;u,0)H <=

1—t H/\ac”

o4



Finalement,

ni —
i ) 2 [P |[ 1[5 = W3
& <ol [ > [mw, W5 = Wil + € el 2

j=ni1+1

L=t Al

Enfin, concernant le terme < :
O < Il [ eat6sts0,0)) ~ a6z, )]
< [ 1€att0.0) = &t 0)
< ) Lo [ (6ss0) = 0D

n1 _
5* o ;- 7
< lrll Lo, t=

L=t
On s’intéresse maintenant au terme H,.
|Hi(Wi, ..., Wy)(t) — Hi(Wh,...,Wx)(t)]
1= 3 A((W;5(0))5.,£1(6))d0
< / p0< ) fo (W;(0))5,64(6;0,2))d (54(15 0 I))d =@
1= fg A(W;(6));,€1(6))do
1[5 X );,€1(0))do
+ / po(z) < = Jo ((W;5(0))5,64(0:0,2))d0 _ e—f(fM((Wj(9))j754(9;07x))d9> wi(&4(t;0,2))dx| =: #
0
1[5 A(W1(6));,€1(6))d0
" / polw)e OB EEOIND (w(€4(10,2)) — (Gl 0,0))) do| = %
0
Or :

® < |[will o 011 170l e oy

IR GACRACER AT
< tlwill [loll (Z [, (W5 = W]+ X [[é — 51||>

J=1

et on peut montrer (avec un raisonnement similaire au raisonnement mené précédemment sur
&3) que :

Z [P W5 = W5
L=t A

& - & <
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Donc :

ni —
> ([ W5 = W]

® <t [lwi [lpol Z o 115 = W5+ Dl ol el 25—
D’autre part :
1[5 A(W1(8),W2(0).£1(6))d6 ¢
# < Jlwil [leol / / |(1(W;5(0));,4(0;0, ) — u((W;(6));,4(6; 0, 2))| A
ni+nsg ’ ’
< [lewll 1ol tZ 1w, L[5 — 75|

1= fo A(W1(0),W2(0),€1(0))d0 ¢

el ool / [ llat:0.0) - (0.0 a0z

0 0
ni+ng B
<llwill leoll > e [H[W5 = Wi
Jj=n1+1
=A@ O &0 ¢ S || [W; - T
e ool e
0

ni —
) > [ [ I = W3]
< willllpollt >~ ey [ 115 = Wil + lleoill loll 1z | 2= L=t

j=ni1+1

Et finalement :

1= [y A(W;(0));,€1())d0

# < poll L, / 164(50,2)) — E4(50,2))|| da
ni ’ _
8 Iow s - 5

Donc pour conclure :

Sh+O+O+ @+ K+ %

N ~ ni+no -
<lwillt > rw, W5 = W5+ Y2 ew, | W5 = W5 (2 Il llwill + ¢ llws | lleoll)
Jj=ni+nz2+1 j=n1+1
ni ~ "
2 P W5 = Wyl (HH)\xH (@ el llwill Nl + 17l Zoost + ¢ llwill ool (il + 11221 + llool Lwi)>

Jj=1

ni
+ 3 |aw | W5 — W[ llwsl Do
=1
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Sit<lett<

, on a donc :

|Fi(Wh, .., WN)(t) = B(Wh, ..., Wa)(t)]

N ni+ng
<l max w3 W5 =Wl el Gl + D) max ]| S [5 -
j=ni1+n2+1 j=n1+1
+¢ max | Aw; (|2 11711 Ulewi | | + Loy =+ il Hlpoll (2 (|l + 2 [ Azll + 1) + [lpoll L] ZHW W
7j=1
Donc si
1 1 1
6 < min(1, )
= minl Mool + 1)
1

Wi

2N max; || Aw, || (2|r (max; [lo|| |pel + max; Lo, ) + max; Jwill lloll (2 [zl + 2 Azl + 1) + [l ool max;

alors Vie {1,...,N},Vt < d,on a:

Wiy W)(0) = BT, (0] < 503 W5 = 1

et ainsi :

N B 1Y _
ZHE(WD"'7WN)_E(Wla"wWN)HOQ[O,ﬂ SﬁZHW]_WH ,[0,6]
- j=1

N
Donc F est une contraction sur H s, M; pour
j=1

1 1 1 1
0 =min(T, —, 1, , , ,
A7 2 [ A7 2N max; [|w; || max; ||rw, ||” 2max; ||, || N max; |will (leoll + [|7]])

1

Les;)

2N max; [|Aw, || (2 Ir[] (max; [Jwill [| ]| + max; Lo,) +max; [|lws]| oll (2|l + 21| Aa]| + 1) + [|pol| max; L, )
(36)

]

A.4 Preuve de la proposition 4.11

Démonstration. Soit i € {1,..., N}, et soient ¢t < ¢ € [0,4]. On pose :

t
F(®) ::/ 1ty (W3 (0)) gy & o HOV O sy ey OO0 (100 0}l
0

1- fo )1<]<n1 51( ))d9

Gi(t) == / po(z)e = Jo W5 (0))ny 11<j<ny +n 54(9036))619%(54(75 0,z))dz

(Wi(t) = Wit)| = |[Fi(t) — Fi(t) + Gi(t) — Gi(t)| < |[Fi(t) — Fi(t)| + |Gi(t) — Gi(t))]
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Or,

|Fi(t) — Fi(t)] < /tr(u, (W (u));)e™ e rOV2ODs 00000y, (g (71, 0) )

t _
+ / r(u, (W;(u));) [e— S 1((W5(0))65(6:u,0)d0 _ — [ N((Wj(e))j753(9§u70))d9i| w;(&3(F; 1, 0))du
0

| s (O3 OO 000 e F1,0)) e, 00)] o

<=t o Nt oy + 17 Nt / / / ), £4(0:,0))d8| du
il / wi€s(F10,0)) — wilEa(t:11,0)) du

t
< 7=t Il ol (1 el o o o 6) 17l L / &(F u,0) — E(t;u,0)] du
J
0

Or soit u € [0, t], alors :
(1 .0) — &(t0.0) = [ (550,000 = [ AW;())5.85(s50,0))ds

t

donc  [&3(f;u,0) — &3(t;u,0)| < |t — ¢ ||)\||oo,n[o,Mj]x[o,1}

Donc finalement

| F5(8) = Fi(O)] < [E =t [[lr ] leoil] + 17 [Fllwill {1l 6+ el AN Lo, 0] (37)
D’autre part, en posant f(s) :=&(0;s,1) = B(s,1) =1 — f)\ 5(6));,61(0,s,1))df, on a :
(1)
|Gi(t) — Gi(t)] < /Po( )~ Jo BV O &4 0Dy (¢, (F,0, 7))
(t)
f(®)
4] [ o) [e BHOn O 000 o S0 £0000] g (10,)) da
0
ft)
+ /po( e Jo nWsOD; £aO0N0 [y (70, 7)) — wi(€4(150, 2))] da
0
ft)
< lpollog llwill 1F (&) = @)+ leoll Hlewill |l £ = £ + [l ool Les, / [€4(£:0, ) — &a(t; 0, )| da
0

et avec un raisonnement similaire a celui fait sur 3(.;u,0), on a :

< lpoll llwill 1f () = £+ llpoll llewil| 1l £ = £ + [l ol L,

Al e —¢]
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Or, en utilisant la proposition 4.3, on a :

70 - 101 = 16,1 - B D] < | T -t < e

00,[0,7
Donc finalement :
|Gi(t) — Gi(t)] < |t — ] [[lpoll lwsll Il oo €=+ Yl ool Hlews | 121l + [lpol| Less [IA] (38)
et en utilisant (37) et (38), on a :
[Wit) — Wi < [¢ = ¢[ [llr]| lleoall + (17| llewsl| [ ell & + [l [[ IA]] Lo 6]
+ [E = ] [Ilpoll lwsll 1INl €=M Yl ol llewi | |2l + Lol Less [IA]]

Donc W; est lipschitzienne sur [0, d]. O

A.5 Preuve du théoréme 4.2 d’existence locale

Démonstration. 11 faut :

e Montrer que p € L*((0,6) x (0,1))
e Montrer que p € C°([0,4]; LP(0,1)), Vp € [1, 00)
e Montrer que p vérifie la formulation faible

Montrons d’abord que la fonction p définie par (13) appartient bien a L>((0,4d) x (0,1)).

Notons

M(M;);) = inf AW, .. W,
((7M;);) (W, Wnl,;v)E[O,]l\?l]x...x[O,Mnl}><[O,1]( tees W, 7)

Remarquons que comme A € C1([0, +00)™ x [0,1]) et A > 0, on a A((M;);) > 0.
A partir de (13), on a clairement :

L 17| so 0,571, 0.0
Iollioapeiony S ¢ B max (npouoo, N0,
277

Il )
TIAell 1 o s Tlloo,[0,77xTT,[0,M;]
S e oo,l_[jzl[o,l\l]]x[o,l] max HPOHOO , = J J
A((M;);)
A présent, montrons que p € C°([0,4]; LP(0, 1)), ¥p € [1, 00).
Soient ¢, € [0, 6], avec £ > t. On veut montrer que Vp € [1,00), on a :
Hp(ﬂ) _p(tr)HLp(OJ —0 <4O>

) Ji=t| =0

Pour simplifier les notations, on notera 53(0)~: &(0:t,7), &(0) = &(0;t,2), a = aft, v),

= Of(t, ZL’), 54(9) = 54(0a t~a ZL’), 54(9) = €4<0at7$) B = 6(57 ZE), B = 5(t7$) De phlS, pour Slmph'
fier, on notera parfois C' les termes strictement positifs qui ne dépendent pas de ¢, t et de z.
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Soit x € [0,&,(t)], alors d’apreés (13) :
~ r(a, (Wi(a));) —r(a, (W;(«a (00 £
|p(t,x) — p(t,z)| < (@ ( f&&ﬁ)(d )<' 0<) GO | = [ 7w, 00, E0)) + (W, (0)), E(0))a0
J I
+ rla, Wi(@);) — rla, (Wj(a));) o= JE A ((W5(0))5,€3(0)) + 1((W;(0));,€3(0))d0
A(W;(@));,0) A((W;(a);,0)
00 (W5(0))5) | a5 0005 00) (W (0))3 E5(01)A0 _ = J2 A (W (0))5 €(0)) (W5 () 5(6))a0
A(W;(0);,0) 1°
Sl |l N
e’ lleo ~ ~
<— (H'f’t\lw a—al+ > frw . Wi(@) - Wa-<a>|>
j=ni+n2+1
Il el
)\1X>\Z ZH WJ” |W ( )|

”A”, /dAx(<Wj(9))j,£3(0>>d9—AAgc((Wj(e))j,g?)(e))de

||A||l Lu«wj(e))j,gg(e))de—Lu((Wj<9))j,€3(9)>d9

par des arguments de densité, on peut se donner (v,),>0 C CY([][0, M;] x [0,1]) tel que

J
> \.. Pour simplifier, on notera parfois C,, les termes strictements positifs qui

Un,
CO(H[Oij] X [071])

ne dépendent pas de £, ¢ et de  mais qui dépendent de n. Rappelons aussi que Vj € [1, N], W;
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est lipschitzienne (proposition 4.11).

N ni
o, 2) —p(t,2)| <Ja—a[+C > Ja—al+CY Ja—dl
j=1

j=ni1+na2+1

e / 0 vn><<wj<9>>j,§3<e>>de\

+c/ (W(0)),,&(0))d0 — /vn ))do

Lo / H((W5(0));5. E5(0)) — ((W;(0));,£5(6))d0

w(/ /) s

< Cla—a|

e / (e = v) (W5(0)) 1, €5(6))d0

O — vl + C

[ e 9500 E60)00 — (7,0, 04 '

0| [utomon. o] +c | [ avn<<wj<e>>j,53<e>>de]

+ OT || 1| +C

a-af_.,+c|/ (0)), 600 / du<<wj<e>>j,£3<e>>d6]

<C’|oz—oz|—i—C'H/\ — Unll
G, ggH e |t—t}+CHg3—53H

Or, soit s € [a, 7.

66— & =| [ A0, ona0 — [ Ao, cao)as

<Clt=i+ 0l ||& — &

00,[@,1]

Comme § < on a:

||>\ K

H§3—§3H t|<Clt—1

_L}t
faf = 1 =8|\

_H§3—53H < Clt—¢

00, [t

et [@ 1] C [&, 1] donc H&, —gSH

00,[a,1]

Il reste & majorer |& — a.
Par définition, &(t) = = = & (%), or :
t

() = [ MOV ©),,60)d8 et &) = / AW (0));,E(6))d0 done :

t
/ A((W. ))dé — / A(( ))dd =0 et donc (Chasles) :

JRt aA( = [ W), &0+ [ N0, E0) -V, 60
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A présent, majorons |& — af :

& —af =

[]<| [ 2ns,,

inf A
I;[[Oij]X [0,1]
< | / AW, 0));E(6))d6 + / AW (6));.E4(6)) — AW, (9)),,6(6))d0
= inf\ J JrS3 - J JrS3 J J» &3
<o (e -,
<Clt—t

Donc finalement, pour tout z € [0,&(¢)], on a :
pE.) — plt,2)] < Cul— ] + C s =l
Donc
||p(t,.) HLP (0,62(1)) < Cy ‘t—t‘+C||/\ — Unllo

En choisissant n assez grand, et en utilisant la définitions de v,,, on en déduit facilement que :

||p(t7 ) - p(tu ')HLp(Q&( m 0 (41>
Maintenant, on considére z € [&y(7), 1].
p(F,z) — p(t, )| < ) ool ‘ ‘ — i X ((W5(0))5.€40)) + ((W5(0));,E4(0)d0 _ = Jo Xa((W5(0))5,64(0)) + s((W;(0));.€4(0))d0

_|_

po(ﬂ)—po(ﬁ)(e Ja Xa((W;(0))5,64(0)) + n((W;(0))5,€4(0))d0

< llpollse oy

/0 Ao ((W5(0)),€4(6)) — Ax((Wj(9))j,54(9))d9‘

/0 u((W;(6));,€4(6)) — u((VVj(G))ja&(e))d@’

+lPollco oy

/t A (W5(0));,E4(0) + u((W;(6)),.64(6))d0

+llPollco o

4 dlel

po(B) - pow)]
< C Ay — vl + Co

Gl +Cli—t]+Clp(B) - mld)

00,[0,¢]

< ClAe — v + Cy ‘t - t| +C ‘po - po(ﬁ)‘ (méme raisonnement que sur ||&3 — égH)

Comme C'([0, 1]) est dense dans LP(0,1) (et po € L>=(0,1) C LP(0,1)), on peut choisir (p§)n>0 €
CH([0, 1N tel que py ﬁ po- On a alors :

p0(B) = po(8)] < |65(B) — po(B)] +

< [o8(B) = po(B)|

A(B) = A (B)| + 105(8) = po(B)]

+ 16 (B) = po(B)]
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et :

5= 5] = | | Moo, €00 - / ), 4(0))0
<cle-&|_ +cli-1
<Clt—t

Donc pour tout = € [&(f),1]

|p(i,2) — p(t, )| < Cl|Ae — vall oo + Cn |

2(8) = po(B)| + Clep(8) = po(8)]

En intégrant puis avec un changement de variable (avec la proposition 4.3), on obtient :
106E.) = Pl sy < € I = all + Co [ =t + C 165 = poll oo

et on en déduit facilement que

o) = ot M sy =0 (42)
|t t|—>0

Finalement, comme p € L>((0,0) x (0,1)),

/::)|p<f,x> ot ) do < 2ol )7 [6B) — &00)
Or
[6(0) = &) \—‘/ 0))j>€(0))d0] < [t = t| |All
Donc :
I~ 0 gy <€l 0 w

Finalement, avec (41), (42) et (43), on a bien :

Hp(fa')_p(ta‘)HLp(Ol —0 (44>
|i—t|—0

Montrons enfin que p vérifie la formulation faible.
Par définition, les (W;)1<i<n vérifient I’égalité suivante V¢ € [0, ] :
t
Wi(t) = / r(u, (W (u)))e JenOVs O &m0ty (g, (1, 0))du
0

po(@)e™ o OG0y, (¢, (10, x))da

1= [ A((W;(0));,€1(0))do
v

0
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La proposition 4.4 donne donc directement :

&) p(a, (Wy(a));) o
Wi(t) = U J I = [1 A (W;(0));,€3(0)) + n((W;(0));,£3(0))do (y)d
(t) / AW, (@), 00 wily)dy

1
+ / po(B)e” Jo A ((W5(0));,64(0)) + “((Wj(0))j’£4(9))d9wi(y)dy
&(t)

avec & = Oé(t,y), ﬁ = ﬁ<t7y)7 53(9) = 53(9;tay) et 54(9) = 54(6;t?y)

Donc a partir de (13), on obtient directement que Vi € {1,..., N}, Vt € [0,] :

Wi(t) = / p(t, y)wi(y)dy

Soit 7 € [0, 6], et p € CL([0,7] x [0,1]) tel que o(7,7) =0 Vo € [0,1] et p(¢t,1) =0Vt € [0,7].
On définit :

A

/O ' / p(t,2) 0ot ) + AW (1)) )0t 2) — (W (6)), 2)eplt, )] ddt
T e2(t)
- / / p(t,) Brplt, 2) + (W), 2)Bup(t, ) — ul (W, (1)), 2)p(t, 2)] ddt
T / ' / p(t,2) ot ) + AW, (1)) )0t 2) — (W (6)), 2)eplt, )] dadt
0 Jea(t)

On remplace p par la formule explicite donnée par (13) et on effectue les changements de
variable u = ay(z) et x = S;(y). On obtient :

T 1 +
— [ u((W;(0));,£3(0;u,0))do
A= / / r(u, (W () )e 2" B+ My — o (t, &9t w, 0))dudlt
0 0

7 1= [y A(W;(0));.,£1(0))d0 .
— [ 1((W;(6)),,£4(6:0,x))do

+ / / po(z)e b [Ohp + Nuip — pipl(t, €a(t: 0, 2))dudt

0 0

(W (0));5(0:,0))d0

S d [6 u cp(t,ég(t;u,O))]
— [ [rw v, - dudt

t
— [ u((W;(8));£4(6:0,2))dl0
1=y A(W5(0))5,61(6))d0 d [e o w(t,§4(t;0,:v))]
)

po(x dzdt

+

dt

o\

0

Pour pouvoir intégrer par rapport a la variable ¢ en premier, on change 'ordre des intégrales
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(Fubini) :

T T d [6 “ ’ " o @(t,fg(t,u, O))]
A= [ wiw)) [ — dtdu

t
— [ ((W;(0)),64(8;0,))do
dle p @(t,€4(t;07$))]

L[ (@)
+ / / + / / po(z) o dtdx
0 0 0

f(r)

ou f(t) :==&(0;¢,1) =1— fo (W;(0));,£1(0))d6. Or soit = € [f(7),1], alors f~'(z) =t out
est tel que x = 51(0 t,1). Donc &(fH(x);0,2) = &4(8;0,£,(05¢,1)) = 1.
De plus, on rappelle que (7, 2) = 0 Va € [0,1] et p(t,1) = 0 Vt € [0, 7]. Donc finalement :

T

t
(W 9));.65(0:,0))d0
[6 LoD & w(t,is(t;u,o))] du

u

- t - T

0
g S 1((W;(0));,€4(050,2))d0
T (W (0)); £4(6:0,
+/p0(x) e o p(t,&a(t;:0,2))| dz
0
/1

r t 1 fY=)
— [ 1u((W;(8));,64(6;0,2))d0

+ [ polz) e © o(t,&4(t;0,2)) dz
f(7) - -0

- f(r) 1

= —/T(ua (W;(u));)e(t, &(u; u, 0)) /po ©(0,£4(0;0,2))dz — / po(x)0(0,£4(0;0, ))dx
0 0 f(7)
T 1

== [ W) )t 0~ [ g0,
0 0

Et donc p est bien une solution faible de notre probléme. O]

A.6 Preuve de la proposition 4.12

Démonstration. On considére d’abord le cas 7 > 0.

Pour tout 7 € (0,7] et € € (0,7), on choisit n. € C*([0,7]) tel que n.(7) = 0, n.(¢t) = 1 pour
tout ¢t € [0, 7 — €] et n.(t) < 0 pour tout ¢ € [0, 7].

Remarquons d’abord que pour tout h € C°([0, 7)),

T

tim [ L (Dh(t)dt = ~h(r) ()

En effet, le théoreme de la moyenne donne [ nl(¢)h(t)dt = enl(c.)h(c.) ou 7 —e < ¢. < 7.
T—€
D’autre part, un développement limité a l'ordre 1 de 7. donne la relation n.(7 — ¢) ~, e et
E—

(:_-7
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donc par continuité de 1’ et h on a enl(c.)h(c.) ~ —e2h(1) = —h(7).
e—

Soit p € C* ([0, 7] x [0,1]) tel que (t,1) =0Vt € [0, 7]. On définit @ (¢, z) := n.(t)¢(t, z). On
a clairement o, € C ([0, 7] x [0,1]), ¢.(7,2) = 0 Vz € [0,1] et ¢.(t,1) = 0 Vt € [0, 7]. Soit p
une solution faible, alors par définition on a :

/ / (£, 2) [Brpa(t, 2) + A(W;(0)5 2)uipe (b, ) — (W (1)), 2)ipu (8, )] dardlt
/ F(t, (W (), e (. 0)dE + / o) pe(0, 2)dz = 0

0

On en déduit :
/0 ' / o(t, ) Briplt, 2) + AW, ()5, 2)Buip(t, ) — u( (W), )(t, 2)] ddt
n / Lot (W (), ) (8, 0)d + / o) o0, 2)dz

0

/ / 1= 0 (8)plt, ) [Bup(t, ) + AWy () 2)0mplt ) — u((W;(1)); 2)p(t, )] dalt
+/_ (1= . ()r(t, (W;(8) tOdt—/ /m— (t, 2)p(t, 2)dadt

Il reste & faire tendre ¢ — 0.
Remarquons d’abord que les W; sont continus sur [0,7]. En effet, soit ¢ € [0,7] et une suite
t, — t, alors :

1

(Wi(tn) = W5(t)] =

wj(y)p(tn,y)dy— /0 wj(y)p(tmy)dy’

< Jlwsll. /|p w9) = plt. )| dy —> 0 car p € C° ([0, 7]; L'(0, 1)

Donc par composition, (¢, z) — A((W;(t));, ), (t,x) — p((W;(t));, z) sont continues sur [0, T'] X
[0, 1].
On peut donc borner les termes suivants (on ne détaille pas ici mais on peut le voir facilement) :

/0 (1= ()t 2) [Drp(t, ) + AW (1)), 2)0up(t, ) — (W (0)), @)t )] | < Ky
(1= e (O)r(t, (W5 (0)),)(8,0)] < K

ou K, et K, sont des constantes qui ne dépendent pas de t, z et de €. Donc :

e—0

| / L= n(O)o(t, 2) D, x>+A<<W<>>-,x>axso<t,x>—u<<wj<t>>j,x>so<t,x>1da:dt'sme —0

e—0

/i (1 - ns(t))r(t, (M/j@))j)(’p(t’())dt‘ < K25 N

Enfin, ¢t — fo )p(t,x)dz € C°([0,7]) donc (en appliquant ) :

T

lim n;(t)/o p(t, z)p(t, z)dxdt = —/0 p(7,x)p(T, x)dx

e—0
T—E€
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Ceci termine la preuve dans le cas 7 > 0.

A présent, on considére 7 = 0.

Soit ¢ € C*({0} x [0,1]) telle que »(0,1) = 0.

Soit € > 0, Vz € [0,1], Vt € [0,¢], on pose p.(t,x) = ¢(0,7). On a donc ¢. € C1([0,¢] x [0,1])
et v(t,1) = ¢(0,1) =0, Vt € [0,¢]. Donc, d’aprés ce que 'on vient de montrer, on a :

[ ot Bt ) + AW 0 0)0200,3) = (W50 )l )]

+/O r(t, (I/Vj(t))j)cps(t,())dt—i-/o po(x)gog((),x)dx—/o ple, x)p.(e,z)dzr =0

En utilisant le fait que p.(¢,x) = p(0,z), Vo € [0,1], Vt € [0,¢], on a :
/0 E / p(t,2) (W5 (0));, 2)050(0, ) — p((W;(2));, 2)(0, )]
+ €

| v miane.0 = [ ofearpl0.a)ds = [ pia)ol0.apae

On fait tendre ¢ — 0. Les termes de gauche tendent vers 0 (on peut borner les termes sous
intégrale indépendemment de ¢).
D’autre part, comme p € L ((0,7") x (0,1)), le théoréme de convergence dominée donne :

1

1
| pteareto.ade — [ p0.0)00,0)ds
0 e—0 0

Donc finalement on obtient ce que I'on voulait, a savoir :

/01 p(0,2)p(0,z)dx = /01 po(@)(0, )dz

A.7 Preuve du théoréme 4.3 d’unicité locale

La proposition suivante nous servira pour la preuve du théoréeme 4.3.

Proposition A.1. Soit f € L*(0,1) tel que Yo € C1(0,1),

1
JET
0
Alors f =0 dans L*(0,1)
Démonstration. Soit g € L*(0,1). C1(0,1) est dense dans L?(0,1), donc il existe (g,)n>0 €
CH0, )N tel que ||g, — gll,z — 0.

n—-+o0o

0/lfg = O/If(g—gn)+0/1fgn
|

<N fllz2 g = gnllz2 + / fan| (inégalité triangulaire et Cauchy-Schwarz)
0
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Or par hypothése, pour tout n > 0, fol fg, =0, donc

1
/ Fol <11z g = gall s — 0
0

1
Donc [ fg =0Vg € L*(0,1) et donc f = 0 dans L*(0,1) . O
0

. Preuve du théoréme 4.3] Soit p € C° ([0, 4]; L*(0,1))NL> ((0,6) x (0, 1)) une solution faible de
notre probléme, ou ¢ vérifie (36). D’aprés la proposition 4.12, V7 € [0, 6] et Vo € C* ([0, 7] x [0,1])
tel que ¢(t,1) =0Vt € [0,7], on a :

| / (t,2) [ (t, 2) + M(T;(0)) 2000 (2, 7) — (W), )i (8, )]
/0 (W( tOdt+/ Oxdx—/olp(T,x)go(T,x)dx:[)

ott Wj(t f wi(y)p(t,y)dy
Soit o € 01(0 1). On pose 1 la solution du probléme linéaire suivant (probléme dual) -

0 (t, ) + A ((W;(1));, %) Qatp (1) — p (W;(1))j,2) ¢ () =0, 0<t <7, 0<w <1

(1, x) = (), 0

¥(t,1) =0, 0

IN

rz <1

IN

t<rT1
(45)
Soit 7 € [0, 4], on définit les courbes caractéristiques suivantes :

L) = A (T (31 E(5) i € {14}

avec les conditions initiales :
£1(r) = 1 pour un t donné
&(0)=0
e &3(7) = 2 pour t donné et x € [0, &(7)]
(7

’54

Notons que ces courbes caractéristiques sont bien définies car p € C°([0,4]; L*(0,1)) donc
Wi, ..., Wy, sont dans C°([0,4]).
On définit & € [0, 7] et B € [0,£(0;¢,1)] de maniére analogue & « et 3 (voir proposition 4.2).

) = pour t donné et x € [£y(7), 1]

On peut montrer (méthode des caractéristiques classique, similaire a la proposition 4.5) que ¥
vérifie :
Y(t,x) = PoE(r;t,@))e I HOGOLLOLDG 0 <o < (1),0<t <7
_ (46)
(t,x) = 0, &) <z<1,0

IN

t<T
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De plus, on peut vérifier "facilement" que si 1o(1) = 1{(1) = 0, alors les conditions de compa-
tibilité sont respectées et on a ¢ € C* ([0, 7] x [0, 1]).
En appliquant la proposition 4.12 en prenant ¢ = ), on a directement :

1 1 r

/Mﬁ@%@ﬂxz/mwwmwﬁmﬁ/((W(DMﬁOM

En remplagant avec (46), on obtient :

T T

/r(t, (W;(1));)(t,0)dt = /r(t, (W;(£)); )00 (Es(75 8, 0))e™ I V30 £3(6:,0))d6 g4

On fait le changement de variable z = &(7;t,0) (équivalent & t = a(7, ).
On a donc (voir proposition 4.3) :

a1 o X ((W;(0)); E3(0))a0
dx A ((WJ (@), 0)

&(r,t=7,0) =0et &(r,t =0,0) = &(7),
Donc

T &2(7)

/ r(t, (W, (1)),)8(t, 0)dt = / (0 W5@))5) - g7 707500, 80 (500 &m0, (1)
A (W(@));,0)

0

et comme &(0; a(T,x),0) = &(0; a(r, 1), &(alr, x); 7,2)) = &(0; 7, 2), on a finalement :

T 52(7')

/ P10t 0)dt = / (@ W5(@))5) - g7 20 (07500, &0 550, €070 () 1
A ((W5(@));,0)

0

D’autre part,

1 £1(0) 1
[ ont@rw0.00e = [ mleyinEutrso,ope b0y [ oa
0 0 51 (0)

On fait le changement de variable y = &4(7;0,z) (équivalent & 5(7,y) = ) :
On a (voir la proposition 4.3) :

AT A ((0)),.64(0))d0

dy
£4(730,2 = 0) = &(7) et &y(m30,2 = £(0)) = 1,
Donc
1 1
/po(w)@b(o,x)dx: / p0(6(77 y))e = Jo Aa((W;(0)),€4(0))+1((W;(0)) ;€4 (0579)) d9¢( )dy
0 &2(7)
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Finalement,

1 &2(7) _
/ (7, 7)o (z)da = / (@ (W5@))3) - g7 0 (095005 & O 4075 00, &m0 () 1y
A (W;(a));,0)
0 0
1

En résumé, V7 € [0, ¢],

en posant

7’(07, (W(d)> ) - [T V; T
5(@));,0)

((
gy 11 () po(B(r, ) e I8 AT O); EalO)+1a((; 01 Ea(Oima))at

Or ceci est valable pour n’importe quel ¢ € {C'[0,1];40(1) = ¢4(1) = 0} € CL(0,1), donc
d’apres la proposition A.1, p(7,.) = g(7,.) dans L?(0, 1) pour tout 7 € [0, ).
Soit 7 € [0; 0], I'inégalité de Cauchy-Schwarz donne :

1p(7,.) — g(r, ')HLl(O,l) <|p(r,.) —g(r, -)”L?(o,l) =0

Donc on a directement que :

1o — 9”()0(05] L1(0,1)) — SI&)P(S] 1o(7,.) — 9(77-)”1:1(0,1) =0

Comme p € C° ([0,6]; L*(0,1)), il vient que g € C° ([0, d]; L*(0,1)) et p = g dans C° ([0, §]; L*(0, 1)).
De plus, on peut en déduire que p(7,x) = g(7, x) pour presque tout (7,z) € [0, ] x [0, 1] et donc

p = g dans L ((0,8) x (0,1)). Finalement, on a dans C° ([0,d]; L*(0,1)) N L>= ((0,6) x (0,1))
que :

— r(a,(W;(@)) — . Vs . €. ~
p(r,x) = W S22 ((W5(0);.60) + m((W30);:6 000 () < 1 < &(8),0 <7< d

Bra) = polB)eJi AOT0),60) + u((T0)60080 &4 < 7 <1,0<t< 6
(47)
Et donc en utilisant la proposition 4.4, on trouve que Vi € {1,..., N}, et Vt € [0,6] on a :

t - — _
Wi(t) = /0 r(u, (W(w));)e hut (V300 OO0y, (4t u, 0))du

1= [ M(W;(0));.,61(0))do
*/ po()e™ Jo HOVi O E4C0N0 (£, (10, 2))dar
0

= F,(W;)(t)
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~ ~ N
Montrons que (Wi,...,Wx) € T Qsa,-
j=1

Pour 7 = jg, on a la majoration suivante :
— t p—
Wi ()] < ||wjo||oo/ ro(w) + r1(w)Wj, (w)du + [ poll o llwso ll
0
t
< sl (T ol + ollc) + il I lcgory | Wonta)d

et donc d’apreés le lemme de Gronwall version intégrale et la définition de M;, (voir (7)) :

W, (8)] < [lwjoll (T'lIroll + llpollo) ellilloclirallct
< lwjo Il (T [lro]l + ||p0||oo)e||wjo||wunuT <M,

donc en passant au sup :
Wiall oo < Mo
Pour i # jo, on fait la méme majoration que dans la preuve de la proposition 4.8 :

[Wil| < T llwsll (llroll + ol Mio) + llwsll ll ool = M;

- N

Finalement, on a bien montré que (Wy,...,Wy) € [] Qs5ar,. Or F' admet un unique point fixe
=1 )

sur cet espace (proposition 4.10), donc par unicité Vi € {1,..., N}, W; = W,. Par conséquent,

& =&, a=a, f= 0. En remplacant dans (47), on a directement que p = p. O]

A.8 Preuve du théoréme 4.1 d’existence-unicité d’une solution glo-
bale

Démonstration. On va procéder en itérant sur l'intervalle temporel de définition de la solution.
On a vu qu’on a existence et unicité d'une solution sur [0, do] x [0, 1] avec &y qui vérifie (36).
En itérant, on veut montrer qu’on a existence et unicité sur [0,y + 91 + ... + 0] X [0, 1] avec
Y ity 0; = T. 1l faudra donc s’assurer qu’il existe bien un m tel que > _.", ¢; atteint 7.

On procéde donc par réccurence.

Soit n > 0, on suppose qu’on a une solution faible jusqu’au temps 7 := do+3d1+...+9, € (0,7)
donnée par :

p(t,z) = po(B)e” Jo Az ((W;(0));.,64(0)) + #(W;(0))3,£4(0))d0 LE) <z <1,0<t<T

(48)
pt,z) = %e—ﬁxz((w»mw»+u<(Wj<e>>j,53<e>)de sinon

Pour n = 0, 'existence-unicité d’une telle solution est donnée par les théorémes 4.2 et 4.3.
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On considére p. € C°([0,8,,1]; L*(0,1)) N L ((0,d,41) x (0,1)) (avec 6,41 suffisamment
petit) la solution faible de :

Oupets) = =0y (M (Wearsizmsw) e (8.2)) = 1 (Wealmisasin onas ) b (7).
€(0,1), t>0

pe(t =0,2) = p(r,z), =€ (0,1)

;

lim A <(Wc,z‘(t))1§i§n1,$> pe(t,x) =71 (t + 7, (Wc,i(t>)n1+n2<i§N> , 120
\ z—0

(49)
onVie{l,...,N}, VVCZ fo wi(y)pe(t,y)dy .

Notons que cette solution est bien définie car p(7,.) € L>=(0,1) et r(. + 7, (.);) € C*([0; +00) x
([0; +00))™) vérifie bien I'hypothése de sous-linéarité. On peut donc appliquer les les théorémes
4.2 et 4.3 d’existence de solution locale (sous réserve que d,41 soit assez petit bien entendu).

On définit p(t + 7,.) := p(t,.), Vt € [0, §p11], €t p tel que :
p(t,.) = pt,.), 0<t<r~
(50)
ﬁ(tv) = ﬁ(ta'):ﬁc(t_7—7')7 T§t§7+5n+1

Montrons que p est une solution faible sur [0, 7 + d,,41] X [0, 1].

Premiérement, montrons que p € C° ([0, 7 + 8,11]; L'(0,1))NL>® ((0,7 + §,41) x (0,1)). Comme

p € CO([0,7]; LY(0,1))NL>® ((0,7) x (0,1)) et p € CO([7, 7 + 8py1]; L0, 1))NL® (7,7 + Opp1) X

il suffit de montrer la continuité en 7.

Or p. est une solution faible de (49) donc (en appliquant la proposition 4.12 & p. en prenant
7 = 0 dans ’énoncé de la proposition) p(7, ) = p(7,z) p.p. « € [0, 1], d’ont la continuité en 7.
A présent, montrons que p vérifie la formulation variationnelle, i.e. Vu € [0,7 + &,41] et

Vo € C*([0,u] x [0,1]) tel que
o(u,z) =0Vr € [0,1] et o(¢t,1) =0Vt € [0,u], on a :

wim [ plta) [0up(t) + W) )0t 2) = n(OF:(0) ) )]
‘ /O"ms?(vvz(tm (t,0)dt + / o(@)p(0, 2)dz = 0

ouVie {l,...,N}, Wi(t) = fowz p(t,y)dy
Siu € [0, 7], comme p est une solutlon faible sur [0, 7], on a directement 1'égalité voulue.
Siu € (1,7 + 0ps1], 0n a:

.= / ' / p(t,2) [Bup(t, ) + AWi(0))s, 2)uiplt, ) — u((Wilt))s 2)ip(t, )] dadlt
n / / p(t.2) [Bup(t,2) + AW, (0):, 2)Dsp(t,2) — (W), )l >] dadt
—l—/Tr(t, (Wi(t))i)w(t,o)dwr/ur(t, (Wi()):)e(t, 0) dt+/ pol@ dz
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ouVie{l,... N}, W(t) = waZ p(t,y)dy.

Or d’apres la proposmon 4.12, comme p est solution faible sur [0, 7] on a :

/0 ' / p(t,2) ot ) + AWit))sr 2)Puiplt, ) — u( (Wilt)) ) o(t, )] ddlt
" / (8, (Wi0)o) ot 0)dt + / pola)p(0, ) = / p(r.2)p(r, 2)dz

0

De plus, p. est une solution faible de (49) sur [0, §,,4+1] %[0, 1] et V¢ € [0, dpi1], p(E+T,.) == pe(t, .),
donc Vi € C°([0,u — 7] x [0,1]) tel que Y(u—171,.) =0et b(.,,1)=0:

/ / plt+ 7,2) |Db(t, @) + AWt + 7))i, 2t ) — p((Wilt + 7))y )il 2) | dadt

+AT_ur(t+T, (m(t+7))i)¢(t,0)dt+/0 p(m,2)¥(0, z)dz = 0

En particulier, cette égalité est vraie pour ¥ (t,z) = @(t + 7, x).
En faisant le changement de variable affine ¢ =t 4+ 7, on a directement :

/ / (t.2) [Drp(t.2) + MWi(1))i, 2)uio(t, ) — p((Wi(1))s, )l 1)) v
(52)

o [t Tp. 0+ [ ot 2ot 210 =0

T 0

En additionnant (51) et (52), on obtient finalement que

‘e /0 o ) (0, 2)dx — /0 o 2)6(0, 2)dx = 0

Donc p € C° ([0, 7 + 8,11]; L0, 1)) N L>® ((0, 7 + 6ne1) X (0,1)) vérifie la formulation variation-
nelle, c’est bien une solution faible sur [0, 7 + d,41] % [0, 1].

Pour la suite, on définit les courbes caractéristiques f fc, € a partir respectivement des (Wz)z,
(We.)i, (W), similairement a la maniére dont I'on avait définit les courbes € (définition 4.2). A
partir de ces courbes, on définit @, 3, &, B, Ge, B. de la méme facon que lon avait définit o et
B (proposition 4.2, remarque 4.1).

Pour commencer, montrons quelques propriétés sur ces courbes, illustrée par la figure 24. Soit
(t,z) € [0,0,51] x [0,1]. Soit s € [0, 8,41] (tel que E.(s;t, ) bien définie), alors

Elsit,x) = M(Wei(9))5,€c(8) = M(Wi(s +7));,6c(5)) et &(t) =2

Or, on a aussi ) . . )
E(s+71)=AMW;i(s+7));,(s+7)) et E(t+T)=2x

£ ((+7t+7,2) et éc(.; t,x) vérifient le méme probléme de Cauchy, donc par unicité
E(C+mt+1,2)=E(t,x), Yt €0,0,41],z € [0,1] (53)
et comme p(t,.) = p(t,.) sur [1,7 + 6py1), on a W = W sur [T, 7 4 6nt1], et donc

E(+mt+r2)=E(+mt+7,2)=E(t ), VE€[0,004] 2 €[0,1] (54)
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FIGURE 24 : Cas & défini sur 0, tinaz] avec T+ 0pt1 < tiaq. Les intervalles de méme couleur
(bleu, vert ou rouge) sont en bijection.

Donc, en particulier, soit (¢, ) € [0, 8,11] x [0, 1] tel que &(t, x) bien défini (i.e. z € [0, E.0(2)]),
alors on a :

0= gc(&c(t, x)it,x) = E(ae(t,x) + 1t +7,2) et E(alt+T,)t+T,2)=0
Donc :
alt+7,x) =a.(t,z)+ 71 (55)

De plus, soit (t,2) € [7,7 + 0ny1) x [0,1] tel que B.(t — 7, z) bien défini (i.e. = € [E.o(t —7),1]),
alors :

Bc(t —T,x) = fc(O; t—71,x)= 5(7'; t,x) =E&(Tit, x) (56)

Ces propriétés vont nous étre utiles pour montrer la chose suivante :
p(t,x) = pO(B)e*fot/\z((Wj(G))j,é_zn(@)) + u((W;(0));,€4(0))d 52( )< <1,0<t< T+ 8

pt,z) = % — J2 A ((W5(6));,€5(0)) + n((W;(9);,63(0))d0  ginon
(57)

Par définition de p et comme par hypothése de récurrence, p vérifie (48), (57) est vérifié pour
0 <t < 7. 1lreste ale montrer pour 7 <t < 74 dp41.
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p(t,.) = pe(t —7,.) sur [1,7 + d,41] donc avec (54) et le théoréme 4.2 appliqué a p, :

(58)
Or d’une part, avec (55) et (56) et en faisant un changement de variable affine dans I'intégrale,
on obtient :

(T'+'Ob(t'— (T‘+'Ok(t'— leﬂ)j) — [T A (W5(0+7));,E3(0+7)) + p((W;(0+7));,E3(0+7))do

0). OF )
MW;(7 + ac(t = 7,2));,0)
r(a(t, z), (Wi(alt, 2)))i) — e a0, 80 + u((W;0)),.6()a0
A(Wj(a(t, x)));,0)
et d’autre part, par hypothése de récurrence sur p et comme p(7,.) = p(7,.), si &(7) est défini
on a:

= e r(a,(W;( _ £z T F
( p(1,&(T3t,2)) = W JZ 2 ((W;50)).85(0)) + u((W;(6));.83(0))d0
0<E(rit2) &) o T<E< T+ 00 59)
59
p(r,&(1:t, ) = po(B)e I5 A (OTi(0)i Ea(0) + u((W5(©)); Ea(6))d6.
[ &) <E(rita) <1, T<t<T+ 00

avec a = a(r,&(1;t,x)), £(0) = &(0; 7, &(T:t,x)) = £(0; 1, 2) et B = B(,&(7;t, 7)),

Dans le cas contraire, si &(7) n’est pas défini, on a simplement :

o7 E(rit, 7)) _ Lﬁ%e JZ 2 ((W5(9))5.,83(0)) + w((W;(6));€3(0))d0

Ogg(T;t,m)Sl , T<t< T+ 041

2Ql

On se place dans le cas &(7) bien défini pour la suite (comme sur la figure 24). Dans l'autre
cas (voir ﬁgur6725), le principe de la preuve est le méme.
Soit t tel que & bien défini :

E(mit,x) < &(1) & LT, 8t w) <7, 6(7) & o < &(t)

car £(t;7,.) est strictement croissante (et donc £(7;t,.) aussi).

En effet, soient x; et x5 tels que 21 < 9, et supposons que &(t; 7, 21) > E(t; 7, 12).

On a &(t;1,m1) > (7, 29) et E(7;7,21) < &(T;7,22), donc par continuité de &(.;7,21) —
E(;7,x9), il existe s € [1,1] tel que xy := &(s;7,21) = &(s;7,22), et donc par unicité de
I’EDO, les deux caractéristiques sont confondues et donc x; = x5, ce qui est absurde. Donc
E(t; 7, x1) < E(t;T,19), et £(t;7,.) est strictement croissante.

De plus, 0 = &(a(r, (Tt 2)); 7, E(T5t, 7)) = E(a(r,&(T;t,2)); t, z) donc par unicité :
a(r,&(r;t,x)) = a(t, x)
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5(t, z) _ r(rtae(tore) (W (T4 ae(t=m2));) = [T Xa((W;(047));.6(047)) + n((W;(6+7));,E3(0+7))d6
’ M(Wj(r+ée(t—T,2));,0)

pour 0 <z < (7,00  , T<t< T+ 0pp

ﬁ(t’ l') = 10(7-7 5(7" '[;’ "Ij))e* fotiT )‘I((Wj (0+7))j»g(0+7—)) + /‘((Wj (9+7))j7£_(0+7))d‘97

pour £(t;7,0) <z <1 , 7<t<T+ 04

)
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FIGURE 25 : Cas & (1) < 7. Les intervalles de méme couleur sont en bijection.

et on aussi

B(1,&(rit,2)) = £(0st,x) = B(t, v)
Donc finalement :

) = HOITO) o T 0n (0 £50) + (50 S0t

( (W5 (
W;(@);.0) € ’

pour £(7,0) <o < &), T <t < T4 8,4 si &(t) bien défini,

q oupour {(t;7,0) <x <1 , 7<t<7+6,4 sinon
o7 E(rit ) = polB)e J A0, 600)) + (50064000
| pour L) <r <1 ;T <t < T4 6,41 si &(t) bien défini

avec a = a(t, ), £(0) = £(0;t,x) et B = B(t,z).

En remplagant dans (58), on obtient ce que 'on voulait montrer, a savoir (57).

(60)

On a donc montré par récurrence 'existence d’une solution globale p qui vérifie (10) sur tout
intervalle de temps [0, Zz 0 0i] avecm € N (et " 6; < T'). Pour avoir existence de la solution

sur [0, 77, il faut donc s’assurer que la somme des §; peut atteindre 7.

Soit n € N, on pose 7 = g + ... + 0,. On va montrer que d, 1 est minoré par une constante

qui ne dépend pas de 7 (i.e. de n).

Soit t € [0,7] et 7 € {0,...,N}. Soit p la solution globale définit sur [0, 7] x [0,1]. En utilisant

la formule explicite de p, on a :

13 r W (a —
Wi(t) = foWM(i S ((W500)5,€0(0) + n((W;(0));:65(0)d6 5. (1)) dy

+ j;Q(t) pO ) fO )‘ﬂc ( ))]754(9)) + M((Wj(@))j,&l(e)) wj( )dy, Sl t S g;l(l)

1 r(a, a " , , ) .
Wj(t) — 0 We f A (W](G))j 53(9)) + :U'((WJ(G))] 53(6)) (y)dy, SInon

76



Et en effectuant les changements de variable u = a;(y) et © = 5;(y) (voir proposition 4.3), on
obtient :

Wit = Iyl (e D00 g1, 0))d

t . .
o AOLGENE g () i MOV OO0 (¢ (10, 2))de, i ¢ < &7 (1)

Wit) = fin gy ru, (Wiu)) e FEnO @D @m0ty ey (t0,0))du, si &' (1) <t<T

On peut alors montrer, avec un raisonnement complétement similaire & celui fait a la fin de la
preuve du théoréme d’unicité locale 4.3 (en utilisant notamment le lemme de Gronwall), que
Vje{0,...,N}

0 < [[Will oo,y <

Soit t € [0, 7], on peut donc déduire de la formule explicite de p que :

<M

J

Tl el oo 7]l o 0, 71xTT;[0,M;]
t . - < ,[0,Mq]X...x[0,Mn4]%x[0,1] , - 61
p(t, )HL (01 =€ 1 max <||:00||oo,[0,1] 1nf[07M1]X---X[O,Mn1X[OJ] \ (61)

et cette majoration est en particulier vraie pour t = 7.
Or, d,4+1 vérifie I'équivalent de (36) pour le probléme (49). On peut réécrire (36) de maniére
plus simple comme :

1 1
5n+1 = min Co, )
< c1 |lp(r, ~)HL°°(0,1) + e csp(r, ~)||L°°(0,1) t ¢

ou ¢y, ¢1, C2, C3, ¢4 sont des constantes qui ne dépendent pas de 7 (i.e. ne dépendent pas de n).
(61) donne une majoration de |[p(7,.)[| () Par une constante indépendante de 7, donc fina-
lement on peut majorer d,,1 par une constante indépendante de 7 (et strictement positive).
En choisissant m assez grand, Y. 0, peut donc atteindre 7.

On a donc montré l'existence d'une solution globale p définie sur [0,7] x [0,1], et qui vérifie
(10).

Montrons & présent 'unicité de la solution globale. Supposons qu’on ait deux solutions globales
p' et p* définies sur [0, 7] x [0, 1] et montrons que p' = p?.

Le théoréeme 4.3 donne p' = p? sur [0, 50] x [0, 1].

Soit ¢ > dg, on définit pl(t — do, ) = p'(t,.) et p2(t — do,.) == p2(t,.).
Montrons que pour k € {1,2}, p* est solution faible sur [0, (51] x [0,1

( atpc (ta $) = _aﬂﬂ ( ((Wc]fz< ))1§’L§n17x) Pe (tvx)) — WK (( c,i(t))n1+1§iﬁn1+n27x) plg (th) )
€(0,1), 0<t <4

pE(t = 0,2) = o0y, 2), = € (0,1)

m A (WE (1)) 1<izny, @) Pk (t,2) = 1 (£ + G0, (WE())ninacicn) , 0 << 6

] du probléme suivant :

\ z—0
(62)
ouVvie{l,...,N}, W = fow, )k (t, y)d fowl PPt + 6o, y)dy = WE(t+ &)
Soit 7 € [0, 4] et soit ¢ € C* ([0, 7] x [0,1]) tel que p(7,2) =0 ,Vx € [0,1] et
©(t,1) =0 ,Vt € [0,7]. On veut montrer que :
T 1
wim [0 ] dbte) [Bupltsn) + MOVE()s 0)0uilt2) — i (WE () x)olt, )] dac
0 Jo
(63)

# [ o (WA 00+ [ o4 2)p(0,2)dr =0

0

7



En utilisant la définition de p¥ et avec un changement de variable affine, on a directement :

* = /6 0”/0 Pt (t, ) [atSO(t — 80, @) + A(WE))i, 2) Do (t — b0, ) — p(WE X)), 2)p(t — 50,x)} dzdt

+ /T+§O r(t, (WF(1):)e(t — do,0)dt + /1 p" (00, 7)(0, v)dx
§ : (64)
On définit ¢ € C([0p + 7] x [0, 1]) une fonction telle que :
e pour tout t € [dg, b + 7|, Y(t,.) = @(t — dy,.).
o pour ¢ € [0,d], ¥(t, 1) = 0.

Notons qu’une telle fonction existe car ¢(0,1) = 0 (par définition de ).
En remplagant dans (64), on a :

do+T
*_/' /“ (t,2) [0 (t,2) + AWEE))sr 2)0i(t, @) — p((WEE))sy )b (t, )] et
(65)

T+80 1
+A T@Mﬂmﬂﬂm@fAf%JW%wm

p* est une solution faible globale du probléme (4), donc en appliquant la proposition 4.12 a p*
avec T = 0y, on obtient que :

1 ) 1
Aﬂ%%@%%waZA A;mewwww+w«wﬂmh@@waw—uwwvmwww

+ [T o w0+ [ e,
(66)

(65) et (66) donnent :

e [T [ ) [0+ NOVED)2)0000) = OV 2102
(67)

+Aﬁ3mmwww@®waﬁﬁuwmmm

Et en appliquant directement la définition 4.1 de solution faible, (67) donne directement x = 0.
On a donc montré que pour k € {1,2}, p¥ est solution faible de (62).

Or, p'(do,.) = p*(dg,.) donc pl et p? sont en fait solutions du méme probléme. D’apres le
théoréme 4.3 d’unicité locale on a donc p! = p? sur [0, d;] x [0, 1]. Or par définition, pour k = 1,2,
pE(. = d0,.) = p"(.,.) sur [0y, d + 1] x [0,1], donc finalement p! = p? sur [0, d + d1] x [0, 1]. En
itérant ce raisonnement, on a

pt=p* sur 0,80+ ...+ 6] =[0,T]

d’ou I'unicité de la solution globale. O]
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